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¢, Qué son logbjetos fractale® ¢ Para qué sirven, cual es su historia y porgué s
llaman asi? Lofractales representan a la vez una teoria matematica y twdm@ara
analizar una gran diversidad de fendmenos de laalaka; precisamente aquellos
fendmenos que se nos antojan «sin ley», como licbaga forma de una costa, de una
nube o, incluso, de una obra de arte.

Benoit Mandelbrot creé losfractales a principios de los afios sesenta y hoy
protagonizan investigaciones que se ocupan defis@rica, geografia, economia, biologia,
etc., de modo que en la actualidad se puede degiexjste una concepcién y una
geometridractalesde la naturaleza. Estas se basan, en esenciec@mcepto de
autosimilitud una propiedad exhibida por aquellos sistemasscegtiucturas permanecen
constantes al variar la escala de observaciontraa palabras: cuandias partes por
pequefias que éstas sean, se paretedal

Este libro es el primer ensayo dedicado a explaneoria y es también, por lo
tanto, un documento histérico impregnado de lasngias directas de este cientifico cuya
sorprendente aventura intelectual se desarrolfa &ntUniversidad de Harvard y la IBM.
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PROLOGO A LA SEGUNDA EDICION

Esta edicion difiere poco de la de 1975, puesdmsbios —si bien numerosos y en
absoluto desdefiables— conciernen a cuestionegaltedEn efecto, al volver a poner este
libro sobre la mesa de trabajo, he tenido la fipresa de constatar que tenia pocas
rugosidades. Es decir, que quiza ha atravesadsdéaredad ingrata en que uno esta cada
vez menos de moda para llegar a una edad en quedia deja de ser importante. La
geometria fractal de la naturaleza, cuya primep@&xion es esta obra, se ha desarrollado
en todos los sentidos de una manera explosiva,gsedibro enunciaba ya la mayoria de
las ideas esenciales. Asi pues, es cada vez mencstado, pero continda siendo una
introduccidn, asi como también un documento histdiConserva, sin duda, las alocadas
ambiciones de la primera edicion. Por una parte,las/ez una nueva sintesis matematica
y filoséfica y una coleccion de micromonografiag ge refieren a mis descubrimientos en
diversos capitulos de la ciencia. Por otra, sinagdy esta dirigida al mismo tiempo a
publicos dispares: pretende inducir a especialdgadistintas ciencias a que olviden su
especializacion para que suefien y creen conmigel{aq que quieran mas, que lean el
post-scriptundel Capitulo 17). Pero, aunque mi texto pretenfl@inar, también quiere
divertir al aficionado.

* % %

Para presentar un resumen agradable, legiblaa&nache, he eliminado muchos
fragmentos inutiles del texto de 1975. Por ejemplintroduccion ha sido muy aligerada,
ya que ahora es innecesario argumentar tan inwstente a favor de unas ideas que ya no
encuentran oposicion. Asimismo, varios fragmentasibicados se han convertido en
superfluos por el hecho de que ciertas conjetussmmaticas que habia formulado en 1975
han sido demostradas, gracias al trabajo de nuogmatematicos, directamente
influenciados por este libro y sus sucesores. Tamlohuchos de mis modelos especificos
basados en los fractales han sido explicados jpmstemte a partir de principios mas
fundamentales. No hace falta ya que me justifiqareephecho de que la mayor parte de
este libro se entretenga en descripciones sinataasiadas explicaciones.

Ademas, se ha suavizado el estilo en aquell@gdsglonde resultaba «demasiado
fractal», se han renovado las ilustraciones (ausgmpre a partir de las originales o de
sus equivalentes), se han corregido diversos sryoegratas, y se ha afiadido un Léxico de
Neologismos (el nuevo Capitulo 13). El antiguo @dpil3, mas desarrollado, se ha
convertido en Capitulo 14.

A fin de conservar el caracter historico y elda® un manifiesto escrito en 1975,
las afiadiduras, mas bien escasas, toman la forimeedespost-scriptum(Para conocer el
estado de cualquier teoria de base fractal, hayeyqugirse a mi libro de 1982 he Fractal
Geometry of Naturecuyo indice es muy completo). Me he conformatoembargo, con
insertar referencias recientes y una lista (coragiasta mayo de 1984) de mis trabajos
sobre las fractales.

* % %

Para evitar malentendidos impertinentes, no psegsi0osotros discretos pero
ambiguos, han sido sustituidos yor Es un placer manifestar hoy que lo que era iaédit



en 1975 (véase la pagina 25) lo era, en genenah@baber sido considerado aceptable por
alguna revista respetable y apropiada. Tal erasa del Capitulo 6, el mas largo de este
libro y el primero en ser redactado. Tenia poahid razones para adoptar un tono anodino
que evitara exasperar. Pero a fuerza de argunoumaal o cual de mis tediendria que

ser considerada en el futummmo algo que cae por su propio peso, habia heeko a
algunos que dicha tessa aceptada desde hacia tiempsta edicion precisa que ése no es
el caso.

Hay una cuestion que mas vale atacar frontalmegwteepto que se me califique de
«inventor de los fractales», o aun de «padre devialucion fractal»? Lo acepto con
sorpresa pero con gusto, y puede que incluso Mopree cuando escribo en la pagina 13
gue «he concebido, puesto a punto y utilizado sat®mente una nueva geometria». Deberia
ser evidente que esta afirmacién no niega, ni maofios, que, para construir mis
primeras «maquinas» cientificas, he recuperadanenables «piezas sueltas» antiguas
pero concebidas para usos completamente distiBiogstas piezas de «desguace», jamas
un hombre solo se habria bastado para la targaafinular, he tomado de George Cantor
los polvos de Cantor, de Giuseppe Peano y Helgekéeh, las curvas de Peano y de
Koch, y de Felix Hausdorff el concepto de dimenslérHausdorff. De manera mas
general, doy referencias numerosas y precisasgrdaas sueltas que he ido utilizando.

No obstante, este libro no sélo no es una simgigavizacién de todo ello, sino que, como
se vera, y como un eminente sabio ha escrito emesedia, la utilizacion que hago de esas
cosas conocidas es tan sorprendente que parecescanulicara que «la naturaleza les
hubiera gastado una broma a los matematicos».dds tmodos, en lo sucesivo, el grueso
de las herramientas de la geometria fractal estéebido especificamente para serle util.

Los malentendidos en relacidon con este libroemetie una vieja disputa entre los
especialistas y los generalistas —entre los queuaeto—. Si se hubiera seguido el
proceso «normal» de la investigacion cientificadamipensarse que cada una de las teorias
cuyos elementos presenta esta obra habria sidolfmie) tarde o temprano, por un
especialista arraigado cuya formacion hubiera @ela Cantor, Peano y Hausdorff. Por
ejemplo, los parametros que identifico de buenasnaeras como dimensiones fractales
—O0 quizéa sus inversas— habrian visto la luz bagalombres de «constante de Y» y
«constante de Z». Posteriormente, algunos trabl@jeéntesis habrian constatado que estas
teorias se parecen. (Para otros desarrollos deddte véase Stent 1972). Finalmente,
alguien habria atacado el problema con las mateasagixistentes, clasicas ciertamente,
pero oscuras y apartandose de cualquier aplicacion.

No creais que exagero. Al haber perdido losdssla costumbre de que una obra
original aparezca en forma de libro de buenasraques, como es el caso de este ensayo y
de sus versiones inglesas posteriores, sucedewdmegne una referencia a mi Capitulo A
inspira a algun especialista a reconstruir el codtede mi Capitulo B. Para aliviar mi
disgusto, dejadme hacer una pregunta retérica: ghiayglecir que es el citado especialista
quien hace trabajo original, en tanto que el gdiséaaque soy, solo habia conseguido
vulgarizar unas mateméticas ya conocidas?

* % %

Hay que sefnalar dos detalles de estilo. Parareyie interrumpan la continuidad
del texto, las figuras se han agrupado al finatabia capitulo; para que sean faciles de
encontrar, se han indicado con los numeros dedgis@s en las que se encuentran. Un
nombre de autor seguido de una fecha, como Duait, ke refiere a la bibliografia



citada al final del libro; para evitar la ambiguédsi hay varias referencias de la misma
fecha he afiadido una letra al afio.
Este volumen reproduce fotograficamente una maguee ha sido realizada bajo
mi direccion; doy mis mas sinceras gracias a Mad#ames T. Riznychok por su ayuda en
esta tarea.
Benoit Mandelbrot

Marzo 1984



Capitulo 1
Introduccion

En este ensayo, objetos naturales muy diverseshos de los cuales nos son
familiares, tales como la Tierra, el Cielo y el @ge, se estudian con la ayuda de una
amplia familia de objetos geométricos que hastasahabian sido considerados esotéricos
e inutilizables, pero que, espero poder demogitarel contrario, que, por la simplicidad,
la diversidad y la extension extraordinarias dersies/as aplicaciones, merecen ser
integrados pronto en la geometria elemental. i fieestudio corresponde a diferentes
ciencias, la geomorfologia, la astronomia y laitede la turbulencia, entre otras, los
objetos naturales en cuestion tienen en comuncbloh@e poseer una forma sumamente
irregular o interrumpida; a fin de estudiarlos cbhacebido, puesto a punto y utilizado
extensamente una nueva geometria de la natur&ezancepto que hace el papel de hilo
conductor serd designado por uno de los dos nsohogi sinGnimos, «objeto fractal» y
«fractal», términos que he inventado, para lassidades de este libro, a partir del adjetivo
latino fractus que significa «interrumpido o irregular».

¢, Hace falta definir de manera rigurosa lo quenesfigura fractal para luego decir
gue un objeto real es fractal si lo es la figura gonforma su modelo? Pensando que tal
formalismo seria prematuro, he adoptado un métagodistinto, basado en una
caracterizacion abierta, intuitiva, y procediendo foques sucesivos.

El subtitulo subraya que mi meta inicial es dbscudesde fuera, lformade
diversos objetos. Sin embargo, una vez que seaepgt primera fase, la prioridad pasa
inmediatamente de la descripcion a la explicadi@la geometria a la dinamica, a la y aun
mas alla.

El subtitulo indica también que, para engendrarégularidad fractal, hago
hincapié en construcciones dominadas perzat.

Finalmente, el subtitulo anuncia que una dedaaateristicas principales de
cualquier objeto fractal es simensiorfractal, que se denotara @ory mide su grado de
irregularidad e interrupcion. No obstante, al caridrde las dimensiones habituales, la
dimensidn fractal puede muy bien ser una fraccidple, como 1/2 6 5/3, e incluso un
namero irracional, como log 4/log 3 ~ 1,2618.x.@si, resulta util decir que para ciertas
curvas planas muy irregulares la dimension fraedtd entre 1 y 2, o decir que para ciertas
superficies muy hojaldradas y llenas de convoluesda dimension fractal es intermedia
entre 2 y 3, y finalmente definir polvos sobredata cuya dimension fractal esta entre 0 y
1.

En algunas obras matematicas que se refierdasa & dice que ciertas figuras
conocidas, que yo incorporo entre las fractalesgth «dimension fraccionaria». Este
término, sin embargo, es confuso, pues no se sakliear, por ejemplo, el nUmerode
fraccion. Mas aun, hay entre las fractales no pobgetos irregulares o interrumpidos que
satisfacerD =1 6D = 2, y sin embargo no se parecen en nada ni eegte ni a un plano.
Una de las finalidades del término «fractal» emielar las dificultades generalmente
asociadas al término «fraccionario».

A fin de sugerir qué objetos han de ser consilterdractales, empecemos por
recordar que, en su esfuerzo por descubrir el muaaddencia procede por series de



imagenes o modelos cada vez mas «realistas». Losimgles son continuos
perfectamente homogéneos, como un hilo o un codmdgnsidad uniforme, o un fluido
de temperatura, densidad, presion y velocidad g&amimiformes. La fisica ha podido
triunfar identificando numerosos dominios en los tples imagenes son sumamente Utiles,
particularmente como bases a las que a continuaei@fiaden términos correctivos. Pero
en otros dominios, la realidad se revela tan ifegqgue el modelo continuo y
perfectamente homogéneo fracasa y no puede setain 80lo como primera
aproximacion. Se trata de los dominios en los gusica ha fracasado y de los que los
fisicos prefieren no hablar. (P.S. Esto era veatadl975, pero hoy lo es cada vez menos).
Para presentar estos dominios y al mismo tiempaomprimera indicacion del método
gue he propuesto para abordarlos, voy a citar atlgeenos parrafos del poco conocido
prélogo de una obra célebitags AtomegPerrin 1913).

Donde Jean Perrin evoca unos objetos familiarefod®a irregular o
interrumpida

«... mas bien dirigidos al lector que acaba deiteaneste libro que al que lo va a
comenzar, quisiera hacer algunos comentarios cugces puede ser el dar una
justificacion objetiva a ciertas exigencias l6gidados matematicos.

»Todos sabemos como, antes de dar una defimigadrsa, se hace observar a los
principiantes que ellos mismos tienen ya la idela®ntinuidad. Se traza ante ellos una
curva bien clara, y se dice, aplicando una regtrasu contorno: “Veis como en cada
punto hay una tangente”. O también, para sentawdedn mas abstracta de la verdadera
velocidad de un movil en un punto de su trayectgealira: “Estais de acuerdo, verdad,
con que la velocidad media entre dos puntos préxideoesta trayectoria acaba por no
variar apreciablemente cuando dichos puntos seatentre si indefinidamente”. Y, en
efecto, son muchos los que, recordando que patagi®ovimientos usuales parece que es
asi, no ven que esto entrafia grandes dificultades.

»Los matematicos, sin embargo, han comprendidobian la falta de rigor de
estas consideraciones geomeétricas, y lo puerpategjemplo, intentar demostrar, trazando
una curva, que toda funcién continua admite unavada. Si bien las funciones derivables
son las mas simples, las mas faciles de manejastittoyen a su vez, la excepcion; o bien,
si se prefiere un lenguaje geométrico, las curuasmgp admiten tangente son la regla, y las
curvas regulares, tales como el circulo, son caseesantisimos, pero particularisimos.

»A primera vista, esas restricciones no pareitenus ejercicio intelectual, sin
duda ingenioso, pero, en definitiva, artificialstéil, de quien lleva hasta la mania el deseo
de un rigor perfecto. Y como ocurre la mayoriaagedeces, aquéllos a quienes se habla de
curvas sin tangente o de funciones sin derivadaezap pensando la naturaleza no
presenta tales complicaciones y que, evidentemeotegs sugiere esas ideas.

»Sin embargo, lo cierto es lo contrario, y ladagle los matematicos les ha
mantenido mas cerca de la realidad que las repees@mes practicas empleadas por los
fisicos. Esto puede ya comprenderse pensandoaler komado previamente partido
simplificador, en ciertos datos experimentales.

»Se presentan en abundancia tales datos alaskoslicoloides. Observamos, por
ejemplo, uno de esos copos blancos que se obtasatar el agua jabonosa. De lejos, su
contorno puede parecer claro, pero tan pronto agmecse acerca un poco, esa claridad
desaparece. El 0jo no consigue ya determinar getde en un punto cualquiera: una recta



gue lo pareciera a primera vista, parecera tamb@mun poco mas de atencion,
perpendicular u oblicua al contorno. Si uno toma lupa, o un microscopio, la
incertidumbre no se desvanece, pues cada vez quersmenta el aumento, se ven
aparecer nuevas anfractuosidades, sin que se iegua a sentir la impresion
tranquilizadora y clara que da, por ejemplo, ura de acero pulido. De manera que, si
dicha bola da una idea util de la continuidad ckdidgicamente también nuestro copo
puede sugerir la nocidon mas general de las funsiooetinuas sin derivada.

»Y lo que hay que tener muy en cuenta es que&tidumbre en la posicion del
plano tangente en un punto del contorno no es cleohdel mismo orden que la
incertidumbre que habria para determinar la tamgemtun punto del litoral de Bretafia,
segun se utilizara para ello un mapa de tal oes@dla. Segun la escala, la tangente
cambiaria, pero cada vez habria una. EI mapa dibujo convencional, en el que, por la
propia construccion, cada linea tiene tangenteePmontrario, la caracteristica esencial de
nuestro copo (igual que el resto del litoral, svem de estudiarlo con un mapa se lo mirara
directamente de mas o menos lejos) es que, a telakgcala, ssuponensin verlos del
todo bien, detalles que impiden definitivamenteedatnar una tangente.

»Seguiremos aun en la realidad experimentalisanaio por el microscopio,
observamos el movimiento browniano que agita cuatquequefia particula en suspension
en un fluido. Para fijar una tangente a su trayegttendriamos que encontrar un limite,
por lo menos aproximado, a la direccion de la rgagune las posiciones de dicha
particula en dos instantes sucesivos muy proxidlosta bien, hasta donde permite llegar
la experiencia, esta direccion varia locamente @oiae disminuye el tiempo transcurrido
entre ambos instantes. De modo que lo que estisiargilgiere al observador sin prejuicios
es la funcion sin derivada y no, en absoluto, l@a&gon tangentex».

P.S. Dos grados de orden en el caos: el ordend@emly el orden fractal

Dejemos la lectura de Perrin (qQue se puede amtienLes Atomeso en mi
edicién de 1975), para describir la importanciadnisa de estas Ultimas observaciones.
Hacia 1920, deberian transtornar al joven Norbeenéf y lo estimularian en la
construccion de su modelo probabilistico del mogimtd browniano. Hablaremos mucho
de ello en este ensayo. Y desde ahora tomarenmdsaher un término al que tenia aficion
para denominar una forma extrema del desordenataliar palabra es «caos», y nos
permite apreciar que Perrin hizo dos observacidrstsitas. Por una parte, que la
geometria de la naturaleza es caética y esta masentada por el orden perfecto de las
formas usuales de Euclides o del calculo diferénemr otra, que dicha geometria mas
bien evoca la complicacion de las matematicas esehdcia 1900.

Desgraciadamente, la influencia de estas obsenesde Perrin parece haber
terminado con su efecto sobre Wiener. Es la obMigeer la que ha sido mi principal
fuente de inspiracion, y la filosofia de Perrinme ha llegado mas que cuando este ensayo
estaba siendo sometido a las Ultimas correcci@m@®0 ocurre a veces, el dominio fractal
habia emergido (sin nombre) cuando abordé ciegtadnfienos cadticos completamente
modestos por medio de técnicas matematicas reputiedeavanzadas», con las que el azar
me habia familiarizado. Después surgié una nueea faactal, lejos de la primera, y no
fue hasta mucho mas tarde que estas tareas —tabise multiplicado— se fundieron en
una nueva disciplina. La geometria fractal se ¢araa por dos elecciones: la eleccion de
problemas en el seno del caos de la naturaleza,daseribir todo el caos seria una



ambicion sin esperanza ni interés, y la eleccidheteamientas en el seno de las
matematicas, pues buscar aplicaciones a las matasabr la Unica razon de su belleza,
no ha producido otra cosa que sinsabores.

Con su maduracion progresiva, esas dos elecci@resreado algo nuevo: entre el
dominio del caos incontrolado y el orden excesigddclides, hay a partir de ahora una
nueva zona de orden fractal.

Conceptos propuestos como soluciéon: dimensiéniededigura y dimensién
fractales

La trayectoria del movimiento browniano es la siagple de entre las fractales, sin
embargo el modelo propuesto por Wiener presenka garacteristica sorprendente de que
se trata de una curva continua cuya dimensiéndirémma un valor enteramente anormal, a
sabeD = 2.

El concepto de dimensién fractal forma parte i cierta matematica que fue
creada entre 1875 y 1925. Mas generalmente, ulzs adeetas del presente ensayo consiste
en mostrar cdmo la coleccién de figuras geométdoaadas en aquella época, coleccion
que Vilenkin 1965 califica de «<Musée d’Art» mateitaty que otros califican de «Galerie
des Monstres», puede visitarse también como «Riddes Découverte». Esta coleccion ha
sido incrementada en gran medida por mi maestrbLlBay (grande hasta en lo que tenia
de anacrénico, como explico en el Capitulo 15)atzdndo el papel del azar.

A estas figuras geométricas nunca se les haw@oportunidad en la ensefianza:
todo lo mas, han dejado de ser un espantajo «mmd@ara llegar a ser un ejemplo
demasiado especial para merecer que uno se deteogsiderarlo en detalle. En este
ensayo quiero darlas a conocer a través de l@agtdnes que les he encontrado. Muestre
como el caparazon formalista que las ha aisladmpadido que se revelara su verdadero
sentido, como estas figuras tienen algo de extirzamidmente simple, concreto e intuitivo.
No solo pruebo que son realmente Utiles, sino geegn utilizarse prontamente, con un
aparato muy ligero, sin necesidad de que uno tgaganeterse en casi ninguno de sus
preliminares formales, de los que la experiencrawkstra a menudo que los que no lo ven
como un desierto infranqueable acaban pronto cer&idolos como un edén que no
abandonarian jamas.

Estoy profundamente convencido de que la abstrméorzada, la importancia dada
a la formalizacion, y la proliferacion de los coptes y términos, hacen a menudo mas mal
gue bien. No soy el ultimo que lamenta que lasci@snmenos exactas, aquéllas cuyos
MisSmMOos principios son los menos seguros, sean aximanlas, rigorizadas y generalizadas
con suma pulcritud. Estoy encantado, por lo taseqyoder discutir muchos ejemplos
nuevos, para los que las relaciones entre fornmanienido se presentan de una manera
clasicamente intima.

Antes de pasar a las dimensiones que puederaseioiharias, hemos de
comprender mejor la nocion de dimension, desdermtopde vista de su papel en la fisica.

Para empezar, la geometria elemental nos ensefiangounto aislado, o0 un nimero
finito de puntos, constituyen una figura de dimén<); que una recta, asi como cualquier
otra curvastandard—este epiteto significa que se trata de la gedaetrclidea usual—
constituyen figuras de dimension 1; que un plareyatquier otra superficie ordinaria, son
figuras de dimension 2; que un cubo tiene dimen3idntodo esto, los matematicos, desde
Hausdorff 1919, han afiadido que para ciertas fejui@ales se puede decir que su



dimensién no es un entero sino una fraccion, coon@jemplo 1/2, 3/2, 5/2, 6, mas a
menudo, un numero irracional tal como log 4/log B2618, o incluso la solucién de una
ecuacion complicada.

Para caracterizar tales figuras, puede deciremlada, hablando toscamente, que
una figura cuya dimension esté entre 1 y 2 ha dmae «deshilada» que una superficie
ordinaria, pero mas «maciza» que una linea oréngn particular, si se trata de una
curva, ¢ no deberia tener una superficie nula peadangitud infinita? O bien, si su
dimensién esta entre 2 y 3, ¢no deberia tenerlumen nulo? Este ensayo empieza pues
por mostrar ejemplos de curvas que no tienderfialtm pero cuya longitud entre dos
puntos cualesquiera es infinita.

El formalismo esencial, por lo que a la dimengiéatal se refiere, esta publicado
desde hace mucho tiempo, pero sigue siendo asanto grupo limitado de expertos,
incluso entre los matematicos puros. Se soligdeeahi la opinion de que tal o cual figura,
a la que llamo fractal, es tan bonita que, segunéenéendra que servir para algo; pero esas
opiniones no expresaban mas que una vaga espensen&ras que los capitulos que
vienen a continuacion proponen realizaciones efestique desembocan en teorias que
estan en pleno desarrollo. Cada capitulo tratadeclase de objetos concretos, de los que
se puede decir, al igual que para las figuras édemlas que acabamos de aludir, que su
dimension fisica efectiva tiene un valor anormal.

Pero ¢,qué es exactamente una dimension fisicivafe Hay ahi una nocion
intuitiva que se remonta a un estudio arcaico dgtanetria griega, pero que merece ser
reconsiderada, elaborada y vuelta a poner en am tigghonor. Se refiere a las relaciones
entre ladigurasy losobjetos refiriéndose la primera palabra a las idealizaeso
matematicas, y la segunda a los datos de la rdaltiaesta perspectiva, objetos tales como
una bolita, un velo o un hilo —por finos que seahabrian de representarse por figuras
tridimensionales, con el mismo derecho que unadpalade.

Sin embargo, cualquier fisico sabe que, de hdehogue proceder de un modo
distinto, y que es mucho mas util considerar gaaliaensiones de un velo, un hilo o una
bola, en el supuesto de que sean suficientements, e acercanmasa 2,1y O,
respectivamente.

Precisemos mas la segunda afirmacion que acaldarttecer: expresa que, para
describir un hilo, no se pueden utilizar directateen las teorias que se refieren a la bola_,
ni las que se refieren a la linea ideal. En ambesshay que traducir «términos
correctivos» y lo que si es cierto es que se prafermodelo geométrico para el que las
correcciones sean menores; con suerte, tales cimmes son tan pequefias que, aun
suprimiéndolas, el modelo sigue dando una buersadddo que se esta estudiando. En
otras palabras, la dimension fisica tiene inevialginte una base pragmatica, y por tanto
subjetiva; depende del grado de resolucion.

A modo de confirmacion, demostremos como un@dé 10 cm de diametro,
hecho con hilo de 1 mm de seccidn, tiene, de umeeragor asi decirlo latente, varias
dimensiones efectivas distintas. Para un gradestducion de 10 metros es un punto, y
por lo tanto una figura de dimension cero; pamgratio de resolucién de 10 cm es una bola
tridimensional; para el grado de resolucion de 1® s un conjunto de hilos, y tiene por
consiguiente dimension 1; para el grado de resmude 0,1 mm cada hilo se convierte en
una especie de columna, y el conjunto vuelve &igeénensional; para el grado de
resolucion de 0,01 mm cada columna se resuelvibes fiiliformes y el conjunto vuelve a
ser unidimensional; a un nivel mas fino de estdisiséel ovillo se representa por un



namero finito de atomos puntuales, y el conjurgndide nuevo dimension cero. Y asi
sucesivamente: jel valor de la dimension no padadsaltos!

El hecho de que un resultado numérico dependiedairelacion entre objeto y
observador no es algo extrafio a la fisica de agte Este hecho es incluso una ilustracion
particularmente ejemplar de la misma. Por ejengllbdonde un observador ve una zona
bien separada de sus vecinas, cob saracteristica, un segundo observador no vera mas
gue una zona de transicion gradual, que quiza mezao& un estudio separado.

Los objetos de los que trata este ensayo tieaethien, toda una serie de
dimensiones distintas: la novedad consistird eratjudonde —hasta ahora— uno no
encontraba sino zonas de transicion, sin una ésteuclaramente determinada, las
identifico con las zonas fractales, cuya dimensigrbien una fraccion, bien un entero
«anormal», que indica también un estado irregulatesrumpido. Acepto de buena gana
gue la realidad de una zona no esta plenamentdaxstia hasta que no ha sido asociada a
una verdadera teoria deductiva. Reconozco tambiénexactamente igual que las
entidades de Guillermo de Occam, las dimensionekehen multiplicarse méas all4 de lo
necesario, y que ciertas zonas fractales, en pktjqpueden ser demasiado estrechas para
ser dignas de distincion. Lo mejor sera dejar eah@n de estas dudas hasta el momento en
que hayamos descrito bien su objeto.

Ya es hora de que precise de qué dominios dsita tomo mis ejemplos. Es bien
sabido que uno de los primeros problemas formalesejhombre se ha planteado es la
descripcion de la Tierra. En manos de los grielgoggeo-metria» dio paso a la geometria
matematica. Sin embargo —jcomo suele ocurrir elegrrollo de las ciencias!— la
geometria matematica olvidé6 muy pronto sus origesiesapenas haber escarbado la
superficie del problema inicial. Pero por otra parft—cosa asombrosa, aunque uno se
haya acostumbrado a ello— se reveld, «en las @ende una eficacia increible», segun la
bella expresion de Wigner 1960, «un regalo ma@sal] que no comprendemos ni
merecemos, por el que debemos estar agradecidesgye debemos esperar que...
continuara aplicandose, para bien o para mal, psatro gusto y quiza también para
nuestro asombro, a grandes ramas del conocimieltm>ejemplo, la geometria,
exactamente tal como salio de los griegos, ha gomnde explicar triunfalmente el
movimiento de los planetas, aunque siga tenienfittutfades con la distribuciéon de las
estrellas. De] mismo modo, sirvié para explicamelimiento de las mareas y las olas,
pero no la turbulencia atmosférica ni la oceénica.

En suma, nos ocupamos en primer lugar de ohjpetrysfamiliares pero demasiado
irregulares para caer en el dominio de esta getar®ésica: la Tierra, la Luna, el Cielo, la
Atmosfera y el Océano.

En segundo lugar, consideramos brevemente dvetgetos que, sin sernos
familiares, echan luz acerca de la estructurasigue nos lo son. Por ejemplo, la
distribucion de los errores en ciertas lineasdelefs resulta ser una excelente herramienta
de transicion. Otro ejemplo: la articulacion de @éoolas organicas en los jabones (sdlidos,
sin estar desechos en burbujas). Los fisicos Hahlesido que dicha articulacion esta
regida por un exponente de semejanza, y resultagjaeexponente es una dimension
fractal. Si hubiera que generalizar este Ultimongje, el dominio de aplicacién de las
fractales entraria en contacto con la teoria déeled@menos criticos, un dominio
particularmente activo en la actualidad.

(P.S.Esta prediccion se ha cumplido).

Todos los objetos naturales citados son «sisteneasel sentido de que estan



formados por muchas partes distintas, articuladte ellas, y la dimension fractal describe
un aspecto de esta regla de articulacion. Peraeslmandefinicion es igualmente aplicable a
los «artefactos». Una diferencia entre los sistamfagrales y los artificiales es que, para
conocer los primeros hay que utilizar la observacida experiencia, en tanto que, para los
segundos, se puede interrogar al artifice. Sin egpbaay artefactos muy complejos, en
los que han concurrido tantas intenciones, y deodo tan incontrolable, que el resultado
acaba siendo, por lo menos en parte, un «objetdskrvacion». En el Capitulo 11
veremos un ejemplo de ello, en el que la dimenfsamtal juega un cierto papel, a saber, un
aspecto de la organizacién de ciertos componeetesd&nador.

Examinamos finalmente el papel de la dimensiaatél en ciertos arboles de
clasificaciéon, que intervienen en la explicaciorialkey de frecuencias de las palabras en el
habla, asi como en ciertos arboles jerarquicosgudilizan para explicar la distribucion
de una de las formas de renta personal.

Este ensayo mezcla deliberadamente la divulgacerinabajo de investigacion

Una vez esbozado el objeto de este ensayo, moa@inora por examinar el estilo.

Se ha hecho un esfuerzo constante para subeayarla diversidad de los temas
tocados, como la unidad aportada por las fract8e$ia hecho también un esfuerzo para
desarrollar todos los problemas desde el princépio) de que el texto sea accesible a un
publico no especializado. Finalmente, para no asirsfitimente a aquellos que no estén
interesados en la precision matematica, las dedimés se han remitido al Capitulo 14. De
acuerdo con esto, se trata de una obra de divdlgaci

Ademas, este ensayo tiene alguna aparienciabl@drde erudicion, debido al gran
namero de pistas histéricas que he procurado sdggtv no suele darse en ciencia, y mas
si se tiene en cuenta que me he percatado de lariaa@le estas pistas demasiado tarde
para que hayan influido en lo mas minimo en elmeka de mis trabajos. Pero la historia
de las ideas me apasiona. Ademas, la novedad darimigpales tesis ha sido confirmada
demasiado a menudo por la incredulidad malévolahgneencontrado de entrada; de ahi la
necesidad de buscarles un arraigo. Sin embargo y-gueainsistir en ello?— la busqueda
de los origenes esta sujeta a controversia. Paraisdr antiguo en el que encuentro una
buena idea bien expresada, corro el riesgo de gacam contemporaneo —a veces la
misma persona en un contexto distinto— desarratldaddea contraria. ¢ Se puede alabar a
Poincaré por haber concebido a los 30 afios ideaglquismo iba a condenar a los 55, sin
acordarse, al parecer, de sus pecados de juveptud@é hacer si los argumentos a favor
hubieran sido tan débiles como los contrarios,nusistros autores se hubieran contentado
con apuntar unas ideas sin tomarse la molesti@f@aderlas y hacerlas aceptar? Si
nuestros autores hubieran sido descuidados, ¢ leagpyesurarse a relegarlos a ambos al
olvido? ¢ O bien hay que atribuir un poquito deiglpbstuma a aquél que se aprueba,
incluso (¢ sobretodo?) aunque hubiera sido un incemddo? ¢ Hay que resucitar, ademas,
personajes cuyo rastro habia desaparecido porgua,ndisma forma que sélo se presta a
los ricos, a menudo la obra de uno no es aceptadajoe gracias a la autoridad superior
de otro, que la adopta y la hace sobrevivir bajo@ubre? Stent 1972 nos incita a concluir
que el ser un avanzado a la propia época no msiszéa compasion del olvido. Por mi
parte, sin intencion de resolver los problemagédpkl de los precursores, he procurado
conservar los lazos con el pasado, y subrayo atgde@llos en los bosquejos biograficos
del Capitulo 15.



Sin embargo, la meta esencial de este Ensaymdarfuna nueva disciplina
cientifica. De entrada, el tema general, el denjaortancia concreta de las figuras de
dimension fraccionaria, es completamente nuevo.ddésretamente, casi todos los
resultados que se van a comentar se deben enajtangen su totalidad, al autor de este
Ensayo. Algunos son inéditos. Se trata pues, plar élo, de una presentacién de trabajos
de investigacion.

¢, Era necesario reunirlos asi? ¢ Habia que int@intdgar unas teorias apenas
acabadas de nacer? Mi esperanza es que el lepgoiejpor si mismo.

Antes de animar al lector a conocer nuevos Ui pensamiento, creo necesario y
justo caracterizar cual va a ser, en mi opinidcolatribucion de los mismos. El progreso
de los formalismos matematicos nunca ha sido ndtivioj fundamental y, de todos modos,
lo que yo haya podido contribuir en este sentidtieree cabida en este Ensayo.

Algunas aplicaciones menores simplemente handiarado y dado nombre a
conceptos ya conocidos. Si (frustrando mis espagreste primer paso no va seguido de
otros, no tendra sino un interés estético o cosméAll ser las matematicas un lenguaje, no
s6lo pueden servir para informar, sino también padaicir, y hay que guardarse de los
conceptos que Henri Lebesgue ha calificado tartatsmnente de «ciertamente nuevos,
pero que no sirven para otra cosa que para serdiesi.

Afortunadamente, mi empresa ha salvado esteoi€gygefecto, en la mayoria de
casos los conceptos de objeto fractal y dimensantdl son enteramente positivos, y
contribuyen a despejar algo fundamental. Parafragea H. Poincaré, no atacan cuestiones
gue uno se plantea sino cuestiones que se planbean solas con insistencia. A fin de
subrayarlo, me esfuerzo en la medida de lo posibleartir de lo que pudiera llamarse una
paradoja concreta. Preparo la escena mostrando dato® experimentales obtenidos por
caminos distintos parecen estar en contradiccigpsalta que cada uno de ellos es
incontestable, ahogo por hacer aceptar que el ntaruzeptual inconsciente, en cuyo seno
son interpretados, es radicalmente inadecuado.ifiemasolviendo cada una de estas
paradojas mediante la introducciéon de una fractadaydimension fractal —traidos sin
dolor y casi sin darse cuenta.

El orden de presentacion esta regido simplenmoté comodidad de la
exposicion. Por ejemplo, esta obra comienza cobl@mmas acerca de los que
probablemente el lector no habra reflexionado. Eskabra preservado de tener prejuicios
al respecto. Ademas, el final de la discusion datkben los Capitulos 2 y 3 tiene lugar en
el Capitulo 7, en un momento en que el lector y@&$abituado al modo de pensar
fractal.

La exposicion es facilitada por multitud de ejémspEn efecto, tenemos un buen
namero de temas distintos a explorar y resultacqda teoria fractal los aborda en un
orden diferente. Por consiguiente, todos esos tearaa encontrarse sin dificultad, aunque
no me propongo desarrollar mas que las partesdieqiee no presenten grandes
dificultades técnicas.

Hago notar que algunos pasos, mas complicadosauedia de la exposicion,
pueden saltarse sin perder el hilo del argumeras figuras se reunido al final de cada
capitulo. Los pies de figura incluyen numerososmlementos al texto, y forman por tanto
parte integrante del conjunto, mientras que varisplementos de caracter matematico se
han remitido al Capitulo 14.



Capitulo 2
¢, Cuanto mide la costa de Bretafia?

En este capitulo, el estudio de la superficitadgerra sirve para introducir una
primera clase de fractales; las curvas conexagwendion superior a 1. Aprovechamos
ademas la ocasion para regular algunas cuestienggslidabilidad mas general.

Tomando un trozo de costa maritima en una reggéidentada, trataremos de
medir su longitud efectiva. Es evidente que dicmgitud es mayor o igual que la distancia
en linea recta entre los extremos de nuestro paetiaezorva; que, si la costa fuera recta,
este primer paso daria la solucién del problemdineque una costa salvaje de verdad es
sumamente sinuosa y, por consiguiente, mas largaligba distancia en linea recta. Esto
puede ser tenido en cuenta de diversas manergsepecoalquier caso, la longitud final
resultara ser tan grande que, a fines practicda,@mgede considerar infinita.

Cuando queramos comparar a continuacion los enimats» de costas distintas, no
podremos evitar introducir distintas formas de oncepto matematico que nadie habia
creido que tuviera aplicacion concreta algunaraga tel concepto de dimensién fractal.

La diversidad de los métodos de medida

He aqui un primer método: se pasea sobre la ntostampas de abertura dafla
comenzando cada paso donde termina el anterigal@i den multiplicado por el nUmero
de pasos nos dara una longitud aproximgga Si se repite la operacion reduciendo cada
vez mas la abertura del compas, se encuentrh(guéende a aumentar sin limite. Antes
de discutir esta comprobacion, podemos observaelquéncipio en que se basa el
procedimiento comentado consiste de entrada erptaean el objeto a medir, que es
demasiado irregular, por una curva mas manejatilé¢rariamente suavizada o
«regularizada». La idea general se ilustra biezo(ceemos la imagen utilizada por Jean
Perrin) por un papel de estafio que envuelve ur@ngspin seguir verdaderamente su
contorno.

Aunque tal regularizacion resulta inevitable,gribacerse igualmente de otras
maneras: asi, por ejemplo, se puede imaginar utfgque anda a lo largo de una costa
siguiendo el camino mas corto posible sin sepadesdia mas de una cierta distancia
establecida); luego, se repite haciendo cada vez mas pequeha distancia méxima del
hombre a la costa. Después de esto se sustitinggrdidre por un ratén, después por una
mosca, Yy asi sucesivamente. Cuanto mas cercacdstiase quiera uno mantener, tanto
mayor sera, inevitablemente, la distancia a recorre

Un método mas: para evitar la asimetria entreatf'me y agua establecida por el
segundo método, se pueden considerar todos losgpdatuna y otra que disten a lo mas
de la costa. Asi pues, se imagina que la costaexsifierta a la perfeccion por una banda
de anchura se mide la superficie de dicha banda y se dip@e?), como si fuera un
rectangulo. Y finalmente, un cuarto procedimieswmimagina un mapa dibujado por un
pintor puntillista, que utiliza «puntos gruesos>radion; en otras palabras, se recubre la
costa con circulos de radio menor o igual gue

Ya debe de haber quedado claro que cuando sejhacesea cada vez menor,



todas las longitudes aproximadas aumentan. Siguaergando incluso cuandces del
orden del metro, sin significado geografico alguno.

Antes de plantearse otras cuestiones acercardgléaque rige esta tendencia,
asegurémonos del significado de lo que acabamestdblecer. Para ello, repitamos las
mismas medidas substituyendo la costa salvaje et Bel afio 1000 por la de 1975,
domada por el hombre. El argumento de mas arripadea aplicar en otro tiempo, pero
hoy en dia se ha de modificar; todas las manerasedé la longitud con una
«aproximaciom» dan un resultado que aumenta hasta que la udislaihuye hasta unos
20 metros; pero a continuacion se encuentra ureaeota qué () varia muy poco, y no
vuelve a aumentar hasta los n menores que 20 agrsnes decir, tan pequefios que la
longitud empieza a tener en cuenta las irreguldagale las piedras. Asi pues, si se traza
una grafica de la longituld(n) en funcion del pasg, aparece en la actualidad una especie
de meseta, que no aparecia en el pasado. Ahorechianvez que se quiere agarrar un
objeto que no para de moverse es bueno precipgalse él desde el preciso momento en
gue se detiene, pues no durard mas que un instineteos, asi pues, de muy buena gana
que, para el Brest de hoy, un cierto grado de gi@ten la medida de las longitudes de las
costas se ha hecho intrinseco.

Pero este «intrinseco» es del todo antropocénfiges es el tamafio de las mayores
piedras que el hombre puede desplazar, o de Igsidédade cemento que le gusta hacer. La
situacion no era muy diferente en el pasado, ydajoeejorn para medir la costa no era ni
la del ratdn ni la de la mosca, sino la de un henaldiulto. El antropocentrismo intervenia
ya entonces, aunque de un modo distinto; por ko tae un modo u otro, el concepto
aparentemente inofensivo de la extension longialdjaografica no es del todo «objetivo»,
ni lo ha sido jamas. El observador interviene edefinicibn de manera inevitable.

Datos empiricos de Lewis Fry Richardson

La variacion de la longitud aproximal) fue estudiada empiricamente por
Richardson 1961. Veremos en el Capitulo 15 que $ 8w Richardson fue un sabio
admirable, aunque a menudo su originalidad se @p@rexcentricidad, y no haya
alcanzado la celebridad que merecia. En el CaBtukremos que son debidas a él ideas
profundas referentes a la naturaleza de la turbideRehuia los formalismos, sin vacilar
en emplear conceptos finos y precisos alli dondiesédreia Utiles. Entre los papeles que
dej6é a su muerte, se han encontrado las grafipascecidas en la Figura 41, que inducen a
concluir quel.(n) es proporcional g “.El valor deo depende de la costa elegida, y
distintos tramos de la misma costa, consideraduaradamente, dan a menudo distintos
valores da. A los ojos de Richardson,era un mero exponente, sin ningun significado
particular. Pero su valor parece ser independegitenétodo elegido para estimar la
longitud y, por lo tanto, el parametro merece sesaerado con detenimiento.

Primeras formas de la dimension fractal

Mi primera contribucion a este dominio, cuandonilielbrot 19675 —por asi
decirlo— el trabajo de Richardson de una coleceidta que hubiera podido permanecer
perdido por siempre jamas, consistioé en interpmdtakponente 1 ¢ como una
«dimension fractal». Vamos pues a denotarlaQpdReconozco, en efecto, que cada uno de
los procedimientos para evalugr)), enumerados hace un instante, corresponde a una



definicion de la dimensidn, definicién ya utilizagla matematica pura, pero que nadie
habia pensado nunca que pudiera también aplicdossoacreto.

Por ejemplo, la definicién que se basa en recldbdosta por puntos gruesos de
radion es precisamente la utilizada por Pontrjagin y 8elman 1932 para definir la
dimension de recubrimiento; la idea de la defimdidsada en el recubrimiento por una
banda de anchuray2ue utilizada por Minkowski 1901; otras definicemestan
relacionadas con la épsilon-entropia de Kolmoggrdihomirov 1959-1961. Pero estas
definiciones, estudiadas en el Capitulo 14, soradeado formales para ser
verdaderamente explicitas. Vamos ahora a examimamas detalle un concepto analogo
pero mucho «mas rico» desde el punto de vista geigoieel de dimension de
Hausdorff-Besicovitch, asi como el concepto semgilexplicito de dimensién de
homotecia.

Una tarea mas fundamental consiste en represeasqlicar la forma de las costas
por medio de un valdd que satisfaga la desigualdad> 1. Abordaremos esto en el
Capitulo 7. Baste avanzar que encontraremos, srefaiaproximaciorl) = 1,5, valor
demasiado grande para explicar bien los hechos,mpés que suficiente para establecer
gue es «natural» que la dimensién sea supebor 4.

Sefialemos finalmente que, incluso aquél que eptacnis razones para considerar
D > 1 para una costa, no sabria volver a la sitndoigenua en la que aceptdba 1 sin
mayor reflexion; quienquiera que crea que ésté egse estara, en lo sucesivo, obligado a
justificar su posicion.

Dimension (fractal) de contenido o dimension de $tluff-Besicovitch

Si se admite que diversas costas naturales tiegrenealidad» una longitud infinita,
y que sus longitudes antropocéntricas no dan masiga idea sumamente parcial, ¢como
se pueden comparar dichas longitudes? Dado guaéreta es igual a cuatro veces el
infinito, se puede decir que cualquier costa etrgugeces mas larga que cada uno de sus
cuartos, pero éste es un resultado que carecedideso interés. ¢ CoOmo, pues, expresar la
idea fuertemente arraigada de que toda curva tier€ontenido» cuatro veces mayor que
cada uno de sus cuartos? Para este fin existeouadgimiento, debido a Hausdorff, que
vamos a examinar a continuacion.

Su motivacion intuitiva pate de los hechos sigigis: un contenido lineal se calcula
sumando pasasno transformados, es decir, elevados a la potdngjae es la dimension
de la recta, y el contenido de una superficie falan@or cuadritos pequefos se calcula
sumando los lados de estos cuadrados elevadgmtelzia 2, que es la dimension del
plano. Procedamos igual en el caso de la formaxapaala de una costa que esta implicita
en el primer método de medida de longitudes. Edinea quebrada, formada de pequefios
segmentos de longitugly enteramente recubierta por la reunién de laukis de radia,
centrados en los puntos utilizados para la me@idse elevan estos pasos a la poteDcia
obteniendo de este modo un «contenido aproximadineensiorD», se constata que
dicho contenido varia poco al varigrEn otras palabras, constatamos que la dimension
definida formalmente mas arriba se comporta comgodaumbre: el contenido calculado
en cualquier dimensiathmenor quéD es infinito, pero s es superior ®, el contenido se
anula, y se comporta razonablemente paxaD. La definicion precisa del «contenido»,
debida a Hausdorff (1919) y elaborada por Besichyits necesariamente bastante mas
delicada, pero sus complicaciones (esbhozadas@apéiulo 14) no nos conciernen ahora.



Dos conceptos intuitivos esenciales: homoteciamatg cascada

Hemos insistido hasta aqui en la complicaciohdesorden que caracterizan las
costas consideradas como figuras geométricas. Beamois ahora un orden que les es
subyacente: de hecho, aunque las costas son raegulares, los grados de irregularidad
gue corresponden a distintas escalasg@msso modpiguales. Es, en efecto, asombroso
qgue cuando una bahia o una peninsula que estgiyasastadas en un mapa a escala
1/100.000, se examinan de nuevo en un mapa a Q&6 observa que sus contornos
estan formados por innumerables sub-bahias y suibgudas. En un mapa a 1/1.000, se
ven aparecer también sub-sub-bahias y sub-subsudgny asi sucesivamente. Esta
iteracion no se puede continuar indefinidamentey pe puede ir muy lejos, y se encontrara
gue, aunque los distintos mapas correspondientessaicesivos niveles de andlisis sean
completamente diferentes en lo que tienen de dgmedienen el mismo caracter global,
los mismos rasgos genéricos. En otras palabragpdognduce a creer que, a excepcion de
la escala, el mismo mecanismo hubiera podido emget&hto los pequeiios detalles de las
costas como los grandes.

Se puede pensar en este mecanismo como unaeedpazascada, 0 mas bien como
un fuego de artificio por etapas, en el que cadpaetngendra detalles mas pequefios que la
que la que la precede. Cuando, hablando estadiistite, cada pedazo de costa es
homotético al todo —salvo detalles de los que dietid no ocuparnos— se dira que la
costa posee una homotecia interna.

Al ser este ultimo concepto fundamental perocdéld, empezaremos afinandolo
mediante una figura mas regular que los matematicediabian ya preparado sin saber
para qué iba a servir. Veremos a continuacion cgime para medir el grado de
irregularidad de las curvas por la intensidad isdadle los grandes y los pequefios detalles,
y fin de cuentas —por una dimension de homotecia.

Modelo basto de la costa de una isla: la curvaa@mi de copo de nieve de von
Koch

La cascada geométrica de una costa puede sicapsifi, como indican las Figuras
42 y 43. Supongamos que un trozo de costa trazda thodo simplificado a escala
1/1.000.000 es, asi a lo tonto, un triangulo etpritd Que el nuevo detalle visible en un
mapa a 3/1.000.000 sea el resultado de substiti@roso central de cada lado por un
promontorio en forma de triangulo equilatero, esrdgue cada lado se convierta en una
figura formada por cuatro segmentos iguales. Que&lo detalle que aparece al
9/1.000.000 consista en substituir cada uno des est@iro segmentos por cuatro
sub-segmentos de la misma forma, pero menoresjajudo una proporcidén de un tercio y
formando sub-promontorios. Continuando asi hast#igelto, se llega a un limite
denominado curva de von Koch 1904. Se trata ddigumaa célebre que Cesaro 1905
describe en los términos extaticos siguientes:esiEs similitud entre el todo y sus partes,
incluso las infinitesimales, lo que nos lleva asidarar la curva de von Koch como una
linea verdaderamente maravillosa entre las lirfissstuviera viva, no seria posible
aniquilarla sin suprimirla de golpe, pues renacsiriccesar de las profundidades de sus
triangulos, como la vida en el universo».

Se trata claramente de una curva y, en particsliadirea es nula, pero cada etapa de



Su construcciéon aumenta, con toda evidencia, lgitioh total en un factor 4/3, con lo que
la curva de von Koch tiene una longitud infinita xaetamente igual que una costa—.
Ademas, y esto es importante, es una curva contaumegue no tenga tangente en
practicamente ninguno de sus puntos; es un obgetmétrico emparentado con las
funciones continuas sin derivada.

Cualquier tratado de matematicas que hable deseliraya en seguida que es
necesariamente un monstruo que carece de intanésetm. Y el fisico que lee eso no
puede evitar estar de acuerdo con ello. Aqui, siDaggo, no se permite sacar esta
conclusién por cuanto jla curva de von Koch ha sittoducida precisamente como
modelo simplificado de una costa! Si, de hech® egidelo es inaceptable, no es en
absoluto porque sea demasiado irregular, sino porgein comparacioén con una costa— su
irregularidad es demasiado sistematica. iSu deseordes excesivo, sino insuficiente!

Nos quedan por citar a este respecto dos grand&snaticos que, a pesar de no
haber contribuido personalmente a la ciencia engitenian un agudo sentido de lo
concreto. Lévy 1970 escribia: «Sin duda que nu@sinaion preveia que la falta de
tangentes y la longitud infinita de la curva es&acionados con recodos infinitamente
pequefios que es impensable dibujar. (Insisto empagiel que juega la intuicién porque
siempre me ha sorprendido oir decir que la intnigéomeétrica conducia fatalmente a
pensar que toda funcién continua era derivabled®eas primer encuentro con el concepto
de derivada, mi experiencia personal me habia polmacontrario). Pero uno se queda
confuso ante la impotencia de nuestra imaginacaba jp tan siquiera mas alla de las
primeras etapas de la construccion de estos redafifisamente pequefios».

En la misma linea, resumiendo un estudio apaster{gue no llegd, sin embargo,
hasta el concepto de dimension), Steinhaus 19%bisc«Nos reconciliamos con la
realidad al considerar que la mayoria de los ajoesse encuentran en la naturaleza son no
rectificables. Esta afirmacion es contraria a &eaocia de que los arcos no rectificables son
una invencion de los matematicos, y que los aratgales son rectificables; lo cierto es
precisamente lo contrario».

He buscado otras citas del mismo estilo, perbenpodido encontrarlas.

Menudo contraste entre mis argumentos y citascgllebre invectiva de Charles
Hermite (1822-1901), que no se preocupaba sinelpagor y por una cierta idea de
pureza que €l habia inventado, y que declaraban@marta a Stieltjes) que «abandonaba
con espanto y horror esta plaga lamentable deifesdnes que no tienen derivada». (Nos
gustaria creer que esta frase era irdnica, pereauerdo de Henri Lebesgue sugiere lo
contrario: «habia enviado a M. Picard una notacacee las superficies aplicables sobre el
plano: Hermite intenté oponerse a su insercioroe@bmptes Rendus de I'Acadénesto
ocurria mas 0 menos en la época en que escribiasigue.el texto citado hace un
momento).

El concepto de dimension de homotecia D.

Curvas fractales cuya D esta comprendida entre2l y

Las longitudes de las aproximaciones sucesivéa cerva de von Koch pueden
medirse exactamente y el resultado es muy curies®e exactamente la misma forma que
la ley empirica de Richardson referente a la cdstBretafia, esto els(n) o« n*™. Una
diferencia importante es que esta 2emo es una magnitud que haya de ser estimada
empiricamente, sino una constante matematica qu® se ve facilmente, vale log 4/log 3



~ 1,2618. Este comportamiento permitir4 definiritaeghsion de homotecia, nuevo avatar
de la dimension fractal. Examinaremos aqui tambigas variantes de la curva de von
Koch a fin de calcular sus dimensiones, compresdioidas ellas entre 1 y 2.

El procedimiento parte de una propiedad elemeptalcaracteriza el concepto de
dimensién euclidea en el caso de objetos geomgtsaacillos que poseen una homotecia
interna. Se sabe que si se transforma una rectanpdnomotecia de razon arbitraria, cuyo
centro esté contenido en la propia recta, se efraulenrmisma recta, y lo mismo sucede
con un plano y con el espacio euclideo enterohBetho de que una recta tenga dimension
euclideaE = 1, se sigue que, cualquiera que sea el eKtezb«todo» constituido por el
segmento de recta Oxx< X puede ser «adoquinado» exactamente (estando gatta p
recubierto una vez y sélo una) por= K «partes», que son segmentos («semiabiertos») de
la forma k — 1)X/K < x < kX/K, dondek varia entre 1 . Cada parte se obtiene del total
por medio de una homotecia de raz(@) = 1N. Analogamente, del hecho de que un
plano tenga dimension euclidéa 2, se sigue que, cualquiera quelseal todo
constituido por el rectdngulo0x < X; 0<y <Y, puede adoquinarse exactamenteNon
K? partes, a saber, los rectangulos

(k= IXIK<x<kX/K; (h-1)Y/K<y<hY/K

varianddk y h entre 1 yK. Ahora, cada parte se deduce del todo mediante una
homotecia de razar{N) = 1/K = 1NY2 Para un paralelepipedo rectangulo, un argumento
parecido nos de(N) = 1N, En fin, ya se sabe que no hay ningtin problenia sar
definir espacios de dimensién euclid®aconD > 3; en este caso se tiene q(id) =
1/NYP. Asi pues, en todos los casos clasicos, en diiekensién euclidea es
«evidentemente» un entero, se tiene:
logr(N) = log (IN*P) = —(logN)/D,

0 bien
D = -logN/log r(N) = logN/log(1/).

Esta ultima igualdad es la que vamos a generakzaia ello, observemos que la
expresion de la dimensién, en tanto que exponenhoohotecia, sigue teniendo un
significado formal para toda figura que —como laveude von Koch— sin ser un
segmento ni un cuadrado, cumple que el todo eoagmmible erN partes, las cuales se
pueden deducir de él por una homotecia de raZsaguida de un desplazamiento o de una
simetria). Esto demuestra que, por lo menos formaten el dominio de validez del
concepto de dimension de homotecia va mas allédedralelepipedos y que, como
novedad, eD asi obtenido no tiene por qué ser entero. Porpdgeran el caso de la curva
de von KochN =4 yr = 1/3, con lo qu® = log 4/log 3. Se puede también variar la
construccion de von Koch modificando la forma degoomontorios y afiadiendo bahias
como por ejemplo en las Figuras 44 y 45. Se ohti@sé en cierto modo, las primas de
dicha curva, de dimensiones iguales a log 5/ldggt6/log 4, log 7/log 4 y log 8/log 4 =
1,5. Después, la Figura 47 muestra una variarterpiretandola a renglon seguido de una
nueva manera concreta.

El problema de los puntos dobles. La curva de Peprllena el plano

Es facil verificar que ninguna de nuestras cualastilo de von Koch tiene puntos



dobles. Pero no tendria ya por qué ocurrir lo misirtse extendiera la misma construccién
con la esperanza de obtener un valoDakmasiado grande. Por ejemplo, la Figura 49
muestra qué ocurre en el caso 1/3,N = 9. Formalmente obtenembsigual a 2, pero la
curva limite correspondiente, que es una curvaede®, tiene inevitablemente una
infinidad de puntos dobles; se sigue de esto e, gicha curva, el concepto de
adoquinado cambia de significado, y que la defimade homotecia es, en estos casos,
discutible.

Dimension de homotecia generalizada

Supongamos que una figura sea descomponili\epamtes tales que, dos a dos, no
tienen ningun punto comuan, pero que cada una skeiide del total por una homotecia de
razén f, seguida eventualmente de una rotacion o unarsanEn el caso en que todas las
rn sean idénticas, sabemos que la dimension de hoimets = log N/log (1f). A fin de
generalizar este concepto, considereg{ds= V-1, r." como funcién del; cuandod
varia de 0 & esta funcion decrece continuamente desa®, y pasa una vez y sélo una
por el valor 1. Asi pues, la ecuacigfd) = 1 tiene una Unica raiz positiva, que
designaremos p®@, y que generaliza la dimension de homotecia.

D conserva un cierto sentido cuando las partesrtipanetos dobles en cantidad
«suficientemente pequefia»; en otras palabras,renajday que tratar & formal con
precaucion; la falta de atencién puede llevar gptmses absurdos, como se ve en la Figura
50.

Sentido fisico de las dimensiones fractales, cuamdose niega a pasar al limite.
Cortaduras interna y externa

Para obtener la curva de von Koch, el mecaniseredétion de nuevos
promontorios, cada vez menores, se extiende indafirente. Ello es indispensable para
gue se verifique la propiedad de homotecia inteymeara que, por consiguiente, una
definicion u otra de la dimension fractal tengatisken Resulta que, en el caso de las costas,
la suposicion segun la cual los promontorios seafediendo indefinidamente es
razonable, aunque la homotecia interna no seaavaléb que dentro de ciertos limites. En
efecto, para escalas sumamente pequefias, el comeepbsta ya no pertenece a la
geografia. Hablando estrictamente, el detalle detéafase entre el agua, el aire y la piedra
pertenece a la fisica molecular; es pues necedetémerse antes, y preguntarse qué es lo
que ocurre cuando el paso al infinito esta prolibid

Es razonable suponer que la costa real estéa islanaetlos «cortaduras». Su
«cortadura externak se mide en decenas o centenares de kilometr@uparcosta que
no formara bucles\ podria ser la distancia entre los dos extremas; aa islaA podria
ser el diametro del menor circulo que contenga mdasta. La «cortadura interna», por su
parte, se mide en centimetros.

Sin embargo, aun en este caso, el nureronserva el significado de una
«dimension fisica efectiva», bajo la forma en quéa descrito este concepto en el
Capitulo 1. Tanto intuitiva como pragmaticaments(t el punto de vista de la
simplicidad y de la naturaleza de los términosestivos necesarios), una aproximacion de
alto grado a la curva original de von Koch se acenés a una curva de dimension log
4/log 3 que a una curva rectificable de dimensidarisuma, una costa es como un ovillo



de hilo. Es razonable decir que, desde el puntosie de la geografia (es decir, en la zona
de las escalas comprendidas entre un metro y d@netros), la dimension de la costa es
el D estimado por Richardson. Lo que no excluye quedelel punto de vista de la fisica,
tenga una dimension distinta, que estara asoclammeepto de interfase entre agua, aire y
arena, y que seria por ello insensible a las vasiafluencias que dominan la geografia.

Resumiendo, el fisico tiene razon al tratar sbpa limite matematico con
prudencia. La dimensién fractal implica un pas@ste tipo, y es por tanto motivo de
sospecha. He perdido la cuenta de las veces diigiamo un ingeniero me lo han hecho
notar. Es quizas a causa de esta desconfianzd papet fisico de la dimension fractal no
se ha descubierto antes de mis propios trabajos Méeos que, en el caso que nos ocupa,
la aplicacién de lo infinitesimal a lo finito no da provocar ningln temor si se hace con
prudencia.

LAMINA 41. Longitudes aproximadas de las costas, segln LesyiREhardson

En el caso del circulo, que esta figura trataacsenfuera una curva empirica, se ve
claramente que la longitud aproximddg) varia como debe: tiende hacia un limite para
— 0. En todos los casos restantgs) crece indefinidamente. Esta figura se ha tratado
coordenadas bilogaritmicas; si se denota la petediincada gréafica por 1DB; ésta nos da

el método mas directo de estimacion de la dimerfsamtal D.
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FIGURA 41

LAMINAS 42 y 43.La curva de von koch y la isla quimérica en forreecdpo de
nieve
El ejemplo clasico de curva continua no rectifleay con homotecia interna lo
constituye el tercio inferior del limite del presediagrama. Este se denomina «Curva de
von Koch» y el interior de la curva se llama a nmiEnucopo de nieve», aunque yo prefiero
la denominacion «Isla de von Koch».



D = log3y4 ~ 1,26

FIGURA 42
La construccion de la figura 42 parte de unaasldrma de triangulo equilatero. A
continuacion, en el tercio central de cada unmdédrks lados, se dispone un cabo en forma
de A con los lados iguales a un tercio. Se obtienarakiexagono regular estrellado o
Estrella de David, cuyo perimetro tiene una lordyde 12 x 1/3 = 4. Se hace lo mismo con
cada uno de sus 12 lados, y asi sucesivamentejeide como resultado la figura 43a.



FIGURA 43a

Se constata facilmente que la isla de von Kodhs®ibe de forma natural en un
hexagono regular convexo. De ahi un segundo méedonstruccién, en cierto modo



inverso del descrito mas arriba, que consiste prirair bahias de un hexagono. Cesaro ha
combinado ambos métodos y la figura 43b muestra@@robtiene la curva, esto es, el
contorno de la isla de von Koch, como limite de sugerficie mas y mas deshilada.

D~ 1,26

FIGURA 43b

LAMINAS 44 y 45.Método de von Koch generalizado

Cada una de las graficas de mas abajo nos propara receta de construccion de

una generalizacion de la curva de von Koch. En caday =1 /4, con lo que la dimension

es una fraccion de denominador log)¥ log 4. La construccion parte del intervalo [0,1
lo sustituye luego por uno de los «generadored®, &, 6 D, a continuacién sustituye cada

segmento del generador por una reducciéon a 1/@rdpio generador, y asi sucesiva e
indefinidamente. Es importante subrayar que ninglenastas curvas tiene puntos dobles,
contrariamente a lo que ocurre con la curva deddaria Figura 49.
A: D =log,5~ 1,16 C: D =log,s7 ~ 1,40

M
o—/\/‘l g \/7;

B: D =logs6 ~ 1,29 D: D=1log,8=1,5 FIGURA 44
Cuatro iteraciones a partir de los generadoréDAdan como resultado las
aproximaciones a las curvas fractales que se namesir la figura siguiente. La curva F
tiene una dimension excesiva comparada con la rizagterlas costas naturales. Por el
contrario, la curva E tiene una dimensién demasietpena.



E: D=log,5~ 1,16

F: D=log,8 =15

FIGURA 45
Cuando el diagrama de la figura 44 no tiene segwseverticales, define una
funciony =fy(x); este hecho, puede servir igualmente para laamTsdn siguiente.
f1(X) se define como la funcion periddica, de periodo ijual, para ¥ x < 1/4, a



371 f1(4x). Asimismo,f(X), de periodo 4, seré igual para@x < 4", a 3" fy(4"x). La serie
>fn(X) obtenida asi es convergente por doquier, y slassmontinua, pero no es derivable.
Weierstrass estudié una construccién bastanteidargcmucho mas conocida, en la que

las «partes#,(x) son sinusoides.

LAMINA 47. Esquema arborescente del pulmén
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Esta figura, una variante de la construccionateKoch es interpretada como
modelo de un corte de pulmon. De hecho, se tratendseodelo mediocre, pero suficiente
para aclarar la relacidon existente entre, por @meplas conexiones que permiten a este
organo establecer un contacto intimo entre elydiaesangre, y por otra, el concepto de
objeto fractal.

Como indica el pequefio diagrama arriba a la edai, en la pagina 47, cada

pulmén toma la forma de un triAngulo isGsceles,alarértice ligeramente obtuso (adngulo
de 90°%), y el contorno de la trdquea corresponde a unlarg abertura2 En cada
direccion sale un bronquio de angulp Que divide el pulmén correspondiente en dos
I6bulos, el superior y el inferior, ambos delimidagoor triangulos isdsceles semejantes al
contorno inicial, con una razon de proporcionali@f@ cosf/4 —¢/2)], esto es, algo
menos de 0,707. Paralelamente, de cada segmertdondeino externo parte un triangulo
de carne que divide el |6bulo correspondiente ensdblobulos. Se van afiadiendo asi, por
orden, sub-sub-bronquios y sub-sub-triangulos deec®espués de algunas iteraciones, el
resultado es el que se observa en la figura ceigaliendo indefinidamente con la misma
construccion, se acabaria con la seccion de un@uideal, una curva de longitud infinita
y de dimensié algo menor que 2. Extrapolando a tres dimensiageendria una
superficie pulmonar de dimension algo menor que 3.

Volviendo al plano, la identidad de los |6bulagerior e inferior es muy poco
realista. También lo es el hecho de que el modeldiga la misma area para las secciones
del conjunto de los bronquios y del tejido. Adenids bronquios de verdad se bifurcan en

sub-bronquios laterales. Estos defectos del mateidodos ellos faciles de corregir,
gracias a la generalizacion de la homotecia intdasarita hacia el final del Capitulo 2 e
ilustrada por la Figura 50.
En el limites = 0 yD = 2, la construccion sufre un cambio cualitats® obtiene la
curva de Peano de la Figura 134, que es una vaudana de la Figura 49.

LAMINA 49. La curva original de Peano
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FIGURA 49
La denominacién «curva de Peano» se aplica geméeinte a toda una familia de
curvas patolégicas que, desde 1890 hasta 192%udaao un papel decisivo en la
elaboracion del concepto de dimension topologicye/suministran un ejemplo
maravilloso de las relaciones entre la dimensigoltagica y la dimension fractal. Para
obtener la versién que se ilustra aqui, la curigimalmente debida a Peano se ha girado
45°, de modo que muestra un estrecho parentesda canva de von Koch. La primera
aproximacion es el intervalo de longitud 1. La s&tguaproximacion es el generador del
diagrama A; incluye los tres tercios del intervaéolongitud 1, y afiade seis intervalos de
longitud 1 /3 que forman con el tercio central@@idimera aproximacion una especie de
«ocho» en doble cuadrado. Para indicar como sereeebgenerador el trazo se oscurece
progresivamente y luego se aclara. El diagrama &sitna un cuadrado y el C muestra lo
gue ocurre si el generador se sitla sobre cadallEldmadrado. Todo lo que esta «a la
derecha» de las copias del generador (bordearml@eéiado en el sentido de las agujas del



reloj) aparece en negro. El diagrama D separadotop dobles del diagrama B, haciéndolo
asi mas legible. Las aproximaciones tercera y afdragramas E y F) sustituyen los
tercios centrales de cada segmento de la aproXdmaaiterior por un ocho cuadrado,
separando los puntos dobles como en el diagrama D.

En los estados finitos pero avanzados de la ckatsbn, se ve aparecer una forma
extrafia que podemos llamar «isla de Peano». Sorocongés un cuadrado cuya superficie
dobla a la del cuadrado B; las bahias penetraprtdnnda y homogéneamente, que toda

region termina por distribuirse a partes aproximaelate iguales entre el agua y tierra
firme.
La curva de Peano establece una correspondesrtiauwa entre el contorno del
cuadrado inicial y el interior del contorno finpgro esta correspondencia no es exacta. La
curva, en efecto, tiene un numero infinito de psmobles, lo cual es inevitable —véase,
en el Capitulo 14, la definicion de dimension togita—. Subrayemos que estos puntos
dobles no han podido ser indicados con claridael grafico, dado que habrian hecho
imposible seguir la continuidad de la curva; dehoepor todos lados donde se ven dos
puntos muy proximos, éstos se hallan, en realidatladidos. Otra correspondencia entre
una curvay el plano se establece a través delmienio browniano llano (Figura 57), el
cual puede ser considerado como una version efiticasyo la llamo «randonizada»— de
la curva de Peano. Si se prescinde de contar depetinte los puntos dobles, la curva de
Peano revela tener hemotecia interna y una dimemfsiétal igual a 2, conforme cubre el
plano.

LAMINASO. Trampas a evitar en el estudio de la homoteciaiatgeneralizada

r=2/3

FIGURA 50
Otra manera de generalizar la curva de von Kiecte tcomo generador la linea



guebrada dibujada aqui. La curva fractal que semdasi se puede recubrir con cuatro
figuras, que se pueden deducir del total por hooregede razones (1ry/2,r y (1 —r)/2,
respectivamente, con Or< 1. La dimension formal se define entonces cohmiimeroD
que satisfac&r,” = 1. Cuanda es suficientemente pequefio, incluido el casoadési= r
= 1/3, esta dimension formal se identifica conddhdmotecia. Pero esta identificacion
tiene sus limites. En particular, es necesarioge2 en el plano; ahora bien, cuande
r, = (1 +V6)/5 ~ 0,6898, la dimension formal es superior laa2clave de la paradoja
estriba en que la homotecia interna solo tienedeestricto si no hay puntos dobles, cosa
gue no ocurre aqui Mas que giermanece menor que un cierto valor critiggue
acabamos de establecer que no puede superd,6898. Mas alla de, una gran cantidad
de puntos son contados muchisimas veces, y deiat@ formal supere la dimensidh
= 2 del espacio envolvente. El case 1, que dari® = «, ha de ser forzosamente
excluido, puesto que, en este caso, la construdegd&on Koch no converge hacia ningun
limite.



Capitulo 3
El papel del azar

Este capitulo continda con la discusién del motal concreto que se ha abordado
en el Capitulo 2, e inicia la discusion del segui@mino que aparece en el subtitulo del
Ensayo.

Utilizacion del azar para mejorar el modelo de @sbnstituido por la curva de
von Koch

Aunque nos haya podido servir para evocar un memadero, la curva de von
Koch tiene dos defectos, que encontramos casisiacion en los primeros modelos de los
otros fendmenos de caracter fractal estudiadostereasayo: sus partes son idénticas entre
si, y las razones de homotecia interna tienen qued parte de una escala estricta, a
saber: (1/3), (1/3) etc. Se podria pensar en mejorar el modelo ceapdo el algoritmo,
aunque conservando su caracter totalmente detstmipiero este método no solo seria
fastidioso, sino que ademas estaria mal inspifaska claro, en efecto, que una costa
cualquiera ha sido moldeada, con el paso del tiepgromultiples influencias, que no es
cuestion de seguir al detalle. La situacion esmaés complicada que cuando la mecanica
trata con sistemas de un nimero inmenso de mogquas las leyes que rigen el
movimiento de éstas a nivel local son conocidasetomaximo detalle, y es su interaccion
a nivel global la que se conoce mal, mientras qugeemorfologia, tanto lo global como lo
local son inciertos. Asi pues, la solucion tiene ger estadistica con mayor motivo que en
la mecanica.

Recurrir al azar de esta manera evoca inevitaf&toda clase de inquietudes casi
metafisicas, pero no nos vamos a preocupar p&. &&ie ensayo solo invoca el azar tal
como nos lo ensefia a manejar el calculo de praotiathds, porque es el Unico modelo
matematico a disposicion de quien pretende entdadkasconocido y lo incontrolable.
Afortunadamente, este modelo es a la vez extraamidimente potente y muy cémodo.

Azar simplemente invocado y azar plenamente descrit

Apresurémonos a subrayar que, para describivamante probabilistica del
modelo de von Koch, no basta con decir que «solajba barajar las distintas partes,
variando sus tamafos». Este argumento se encaemteaudo, pero pensar e invocar asi el
azar es mas facil que describir las reglas queiparmealizarlo. Para ser mas precisos, la
pregunta que se plantea en primer lugar es éstermgss que el azar puede engendrar
irregularidad, pero ¢ es capaz de engendrar urgauiaredad tan grande como la de las
costas, cuyo modelo pretendemos construir? Recpuétano sélo puede, sino que ademas
es muy dificil, en muchos casos, impedir que el waga mas alla de los deseos de uno.

En otras palabras, parece como si se tendiarbesigmar el poder del azar para
engendrar monstruos. El error se debe, al paralceecho de que el concepto de azar del
fisico ha sido moldeado por la mecanica cuantieatgrmodinamica, dos teorias en cuyo
seno el azar interviene a nivel microscopico, dawlesencial, en tanto que a nivel



macroscopico es «benigno». Defino este ultimo téonfy hablo de él largamente) en otras
publicaciones, y en particular, en un ensayo aédiio acerca de ldduevas formas del
azar en las ciencia@etomado en parte én Mandelbrot & Vallis 19681 yWandelbrot
1973). Por el contrario, en el caso de los objgsisos que nos ocupan, la homotecia
interna hace que el azar tenga la misma importancialquier escala, con lo que no tiene
ningun sentido hablar de los niveles macroscopieocyoscopico. Por consiguiente, el
nuevo grado de irregularidad que, en una constinagerta (sin azar) como la de von
Koch, habia tenido que ser introducido artificigdatolégicamente, puede muy bien, en el
caso de una construccion aleatoria, resultar nesitable. Esta ultima observacion es
debida a dos autores. Fue Jean Perrin quien sef@ah@logia cualitativa entre el
movimiento browniano de una particula (Figura 51 gurva sin derivada de Weierstrass,
y fue Norbert Wiener quien transformé esta analegiana teoria matematica. El precursor
habia sido Louis Bachelier, que habia introducidd@00 un modelo de la Bolsa de Paris
(episodio expuesto en el Capitulo 15).

Rastro dejado por el movimiento browniano. Razanigpgue no constituye un
modelo aceptable de costa

Definamos pues el movimiento brownidpd(d), dondeP es un punto del plano, para
poder explicar luego por qué su «rastro» no sioreacmodelo de costa. El movimiento
browniano es esencialmente una sucesion de peqdefipkzamientos mutuamente
independientes e isétropos (todas las direcciomesgsialmente probables). Bajo el punto
de vista de este capitulo, lo mas sencillo es teniaarP(t) por medio de las
aproximaciones obtenidas tomando un compas deuabdijain: sea cual seg los pasos
sucesivos de un movimiento browniano tienen dimtees mutuamente independientes e
isétropas. La definicion usual es menos directea Paalquier par de instantegt' >t, se
define el vector desplazamiento como el que vB(feaP(t"), y se hacen las siguientes
hipotesis:

a) La direccién y longitud de este vector sorepehdientes de la posicion inicial
P(t) y de las posiciones correspondientes a los itegamnteriores &

b) Es un vector isétropo.

c) Su longitud es tal que la proyeccion sobrejercualquiera obedece la
distribucion gaussiana, de densidad

(2nlt' — t) ™ exp(=-X/2K - 1))

El «rastro» trazado por el movimiento browniaacaldquirido el derecho a ser
considerado en lo sucesivo como uno de los «aparaarios» que describiremos de
inmediato. Desafortunadamente, no nos conviene eoatelo de costa, por ser, con
mucho, demasiado irregular. En particular, tieng eantidad innumerable de puntos
multiples, incluso en el sentido estrictamente mateco del término, lo que, por supuesto,
es inaceptable para una costa. Se trata de ureage€wrvas extraordinarias que —como la
curva de Peano del Capitulo 2— recubren todo elopl8e la puede obligar a carecer de
bucles, pero no lo haremos hasta el Capitulo 7.

El concepto de azar primario

Mientras tanto, creo que sera util —por lo mguars algunos lectores— decir algo



acerca de las razones (profundas, variadas, yfend® poco conocidas aun) que hacen
gue muy a menudo el resultado de operaciones deistas imite lo aleatorio, descrito por
el calculo de probabilidades.

La pregunta se plantea ya de un modo particulateregemplar en el contexto de lo
pseudo-aleatorio que se simula en un ordenadonamera deliberada y artificial. Es asi
como los dibujos supuestamente aleatorios queesdeplencontrar a lo largo de este libro
han sido construidos, casi todos, de una manefecpmmente determinada. El
procedimiento combina de modo indirecto los térmide una sucesion suficientemente
larga de numeros, que se tratan como si fueramesnstados de tiradas de un dado de diez
caras (de 0 a 9), obtenidas, sin embargo, de neglible por un pseudo-dado
programado en el ordenador. Se parte de un solemigue se fija arbitrariamente (el
namero de teléfono del programador, pongamos Em)cque se denomina semilla. La
imagen es clara (e imposible de cambiar en lo sumepero expresa muy mal la intencion
de alguien que pretenda simular el azar, ya queesicualquier hortelano espera que su
cosecha no dependa sélo del suelo, sino sobredmioque siembre, yo espero que la
eleccion de la semilla no tenga ningun efecto netab mis simulaciones. Por
consiguiente, el pseudo-dado de diez caras coyestitnia especie de base obligatoria de
cualquier simulacién. Su fundamento es de caracieersal y, para justificarlo, hay que
hacer intervenir la interfase entre la fundamemtmaimeros y el célculo de probabilidades.
En cuanto a su aplicaciéon, es muy variable seggudose ponga en juego, y exige, por
parte de los que la estudian, una presencia detespiy distinta; a eso se debe una
division muy natural del trabajo entre los espéstia$ de su fundamento, entre los que no
me incluyo, y los de su aplicacién, entre los qeecoento.

Todo esto hace comprender mejor como el sabta &goseudo-aleatorio natural.
Ahi también se ve, en general, como se distingosredtadios que exigen actitudes muy
diferentes. Sin embargo, no hay una base univerdapendiente de la naturaleza del
problema y de la manera de abordarlo; uno se lde b@ner, segun el caso, con un «azar
primario» u otro, entre un gran niumero de posiades. El que es invocado mas a menudo
sigue siendo el dado, que hay que interpretar@mub objeto fisico idealizado, pero hay
muchos otros, como, por ejemplo, puntos cayendeesaia circunferencia con una
distribucion de probabilidades uniforme, o esteetlsstribuidas en el cielo de modo
estadisticamente uniforme (relacionado con la &efPadisson). Notese que, cuando no solo
hay una, sino dos 0 mas variables, o incluso uirddad, como cuando se trata de
caracterizar una curva, la hipotesis primaria cgasn suponerlas independientes; tal es el
caso del movimiento browniano.

Sea lo que fuere, lo que caracteriza un azargpiines que hace de punto de
separacion entre dos estadios de una teoria: suda@ica, de la que no diremos casi nada
en este libro, y su aplicacion, que va a consstisustituir unas formas inesperadas del
azar por otras formas con las que uno se encugnfeaniliarizado.

LAMINAS7. Ejemplos de movimiento browniano verdadero, y ¢temwsogéneo






FIGURA 57
Esta figura reproduce algunos ejemplos de mowitnibrowniano plano (a saber,
tres detalles y un trozo grande) segé@s Alomesle Jean Perrin. Se trata aqui de un
proceso fisico y no solo de su modelo mateméatiada segmento une artificialmente las
posiciones sucesivas, en el plano focal de un stoo, de una particula sometida a
choques moleculares. Si se mirara la trayectomentés detalle, en instantes doblemente
préximos, cada salto seria reemplazado por dasss#dt longitud total superior. En el
modelo matematico, dicho alargamiento contintafinaamente y, en consecuencia, la
longitud total de una muestra es infinita. Por ptiete, su superficie es nula. No obstante
su dimension eB = 2, y (en cierto sentido) recubre el plano deenaniniforme. Este es
uno de los sentidos multiples que permiten dearaju«caos» representado por el
movimiento browniano es homogéneo. (Segun la petispeque adquiriremos en el
Capitulo 6, se trata aqui de un vuelo de Rayleigprignera aproximacion, para el qué
seria una variable exponencial).



Capitulo 4
Los errores a rafagas

Este capitulo introduce conjuntos cuya dimensi&ta comprendidaentre Oy 1y
que estan formados por puntos sobre la recta.jei@a tenga que seguir su estudio mas
alla de donde llegaremos nosotros, estos conjtieiosn la ventaja de que la geometria de
la recta es mas sencilla que la del plano o l&sighcio, pero tienen en contrapartida dos
inconvenientes serios: se trata de polvos tan eseny disueltas que son muy dificiles de
dibujar y comparar unas con otras para hacerseleaantuitiva, aspecto éste que se
observara en varias leyendas de figura. Ademdmieb problema concreto que nos puede
servir de soporte es esotérico. El estilo de egt@wlo y del siguiente es un poco seco, y el
lector puede considerar la posibilidad de saltareidiatamente al Capitulo 6, que
(parafraseando a Henri Poincaré) trata de «prold&ma se plantean», mas bien que de
«problemas que uno se plantea». Sin embargo, asitiello introduce unos razonamientos
gue volveremos a tratar mas tarde en contextos sreamillos pero mas importantes del
plano y del espacio.

La transmision de los datos

Una linea de teletransmision es un objeto figicoalquier cantidad fisica esta
sometida inevitablemente a numerosas fluctuaciesgsntaneas, que denominamos
«ruidos».

Las fluctuaciones que nos interesan ahora sefiestan especialmente en las lineas
de transmision de datos entre ordenadores, estie émnsmision de sefiales que sélo
pueden tomar dos valores: 1 6 0. Aun en el caspudéa energia relativa del «1» sea muy
fuerte, de vez en cuando sucede que el ruido legsliante intenso como para deformar el
«1» en «0», 0 viceversa. Por ello, la distribuaénros errores refleja la del ruido,
simplificandola al maximo, puesto que una funciae tpma una gran cantidad de valores
posibles (el ruido) es sustituida por una funciérdds valores: igual a cero si no hay error,
e igual a uno si lo hay. El intervalo entre dosms se llamara «intermision».

Lo que hace dificil el problema es que se comagg mal como la distribucién de
errores depende de la naturaleza fisica de la le¢egnsmision. Sin embargo, en un caso,
que discutiremos, el ruido tiene unas caracteaisticuy curiosas y muy importantes desde
el punto de vista conceptual que aqui nos ocupapaso desde el punto de vista practico.

Sin entretenernos en este Ultimo aspecto, coedefalar que la misma raiz de los
trabajos descritos en este ensayo esta en el @stedivs ruidos en cuestion; me interesé en
ellos sin imaginarme su importancia teérica futp@gue planteaban un problema préactico
importante que escapaba a los métodos ordinaritmsdspecialistas.

Analicemos, pues, nuestros errores con una fipuogresiva. De entrada, se
observa que hay horas en el curso de las cualeaynoingun error. Asi pues, todo
intervalo de tiempo flanqueado por dos intermissotigya longitud es de una hora o mas,
tiene el aspecto de una «rafaga de errores», qusgderaremos «de orden cero». A
continuacion, consideremos dicha rafaga con madleleEncontraremos varias
intermisiones de 6 minutos 0 mas, que separan«raésgas de errores de orden 1».



Analogamente, cada una de estas rafagas contigas wdermisiones de 36 segundos, que
separan unas «rafagas de orden 2», y asi sucesitamebasandose cada rafaga en
intermisiones diez veces mas cortas que la ant&aa hacerse una idea de esta jerarquia
va bien examinar la Figura 71. Lo mas notable teeresultado es que las distribuciones de
cada orden de rafagas se revelan idénticas depdatel de vista estadistico, en relacion al
orden inmediatamente superior. Se descubre asieworejemplo de homotecia interna, y
la dimension fractal no anda lejos, pero, antegréeisarla, vamos a invertir el orden del
desarrollo historico de las ideas —como en el QapiA— y a examinar primero, no el
modelo que recomiendo, sino una variante no aleatouy basta pero, por la misma
razon, claramente mas sencilla, y mas importantsipaisma.

Un modelo basto de las rafagas de errores: el pdedantor, un conjunto fractal
de dimensién comprendida entre Oy 1

Acabamos de describir el conjunto de los errquégndole a la recta intermisiones
cada vez mas cortas. Esto hace pensar en una faorsauccion matematica cuyo
resultado es conocido generalmente como conjun@adéor, pero que en este libro
recibira la nueva denominaciéon de «polvo de Cantermombre de Georg Cantor domina
la prehistoria de la geometria fractal, pero dedilamente he tardado en citarlo en este
ensayo, pues como es bien sabido provoca repusibe los fisicos. Trataré de demostrar
gue esta repulsion no es justificada.

El polvo triadico de Cantor se construye en dapas: se interpola primero, y luego
(etapa menos conocida, pero esencial) se extrapola.

La interpolacién va como sigue. Se parte dehvate [0,1] (la direccion de los
corchetes indica que los extremos estan incluigigs)le quita el tercio central, designado
por ]1/3, 2/3[ (ho comprende los extremos). A awmicion, a cada uno de los tercios que
guedan, se le quita su propio tercio central, pasésivamente hasta el infinito. El
resultado final de esta interpolacion es tan teque,es dificil de representarla
graficamente sin mas ayuda. Afortunadamente, edicdéa la interseccion de la «barra de
Cantor» (Figura 72) con su eje, o de la curva dekach (un tercio de la costa de la isla
dibujada en la parte superior de la Figura 43)al@egmento que forma su «base».

Para extrapolar, se dobla repetidamente el nadeeréplicas del conjunto
interpolado. Primero se coloca una réplica enginemto [2,3], obteniéndose asi el
conjunto original ampliado en una razon de propmaiidad 3. Luego se toman dos
réplicas en [6,7] y [8,9], obteniéndose asi el gotg original ampliado en un factor 9.
Después se disponen cuatro réplicas en los sega@x®, 2x9+1], [2x9+3, 2x9+4 ],
[3x9-4, 3x9-3] y [3x9-2, 3x9-1], obteniéndose atjonto original aumentado 27 veces,
y asi sucesivamente.

Es facil ver que el polvo de Cantor tiene una bi@tia interna, y que su dimension
esD =log 2/log 3 ~ 0,6309. Ademas, variando la «relgaliseccion», se puede llegar
igualmente a dimensiones diferentes, aunque siecagon@rendidas entre 0 y 1.

Se puede también verificar que, en la porcioi] [@el polvo de Cantor, el nUmero
de intermisiones de longitud mayor quesN(u) « u™>; mas exactamentsi(u) viene
representado por una grafica escalonada que s& constantemente con la grafica d® u
iNueva intervencién de la dimensién —y nueva madermedirla—!

Numero medio de errores en el modelo cantoriano



Igual que hemos hecho en el caso de una costaymus hacernos una idea
aproximada de la sucesién de errores que nos grapiterando el algoritmo cantoriano
un numero finito de veces. Detenemos la interpOtacuando ésta llega a segmentos de
tamafio igual a una pequefia escala intgrarrespondiente a la duracidén de un simbolo
de comunicacién, y detenemos la extrapolacion i pll momento que alcanza una cierta
escala externa, grande. Finalmente, para obtener una sucesif@ndaud superior &,
se repite dicha construccion de manera periédica.

A partir de esto, ¢ cudl sera el numero de ertdd(B¥ de una muestra de longit&d
creciente? Cuando la muestra comienza en el orggefidcil ver que, §® se mantiene
menor que\, el nimero de errores se dobla cada veARgetriplica, con lo que el
ndmero total de errores crece coM(R) « R°, y por consiguiente la densidad media de
éstos decrece mas o menos cariid.

Detengdmonos para observar un tema nuevo y akedeiconoce cual es el papel
que juegd en las expresiones que dan la longitud de un seigmel area de un disco
(interior de un circulo) y el volumen de una batagrior de una esfera). Pues bien, jdicho
papel acaba de ser generalizado a valor&s @iee ya no son necesariamente enteros!

Volvamos a los errores, en el caso de gjisea finita (extrapolacion detenida): la
media del nimero de errores decrece hasta el fula@dmno nulox A, alcanzado par@&
= A, y a partir de ahi permanece constanté\ 8s infinito, la media disminuye hasta cero.
Finalmente, si los datos sugierenAufinito y muy grande, pero no permiten una buena
estimacion del mismo, el limite inferior de la meds no nulo pero queda mal definido y
carece, por ello, de utilidad practica.

CuandaA es finito, se puede también hacer que la muestpieee en medio de
una intermision. En este caso la media empiezaaieula y lo sigue siendo durante un
rato tanto mas largo cuanto mas larga sea la irgEm No obstante, acaba por alcanzar
paraR = A, el mismo valor finabc A°™*. Cuanto mayor sea el valor de A menor seré la
media final, y més largo seré el periodo inicialeirores; mas concretamente, dada una
duracién finitaR, mayor sera la probabilidad de que ebhtye + R la muestra esté libre de
errores. Cuandd — o, esta Ultima probabilidad tiende a la certezagtplando asi
problemas delicados que he resuelto con la int@daoalel concepto de proceso
esporadico, Mandelbrot 1967 b.

Polvo de Cantor truncado y randonizado, condiciomahte estacionario

Las insuficiencias del polvo de Cantor desdeauat@de vista practico son
evidentes, debido sobre todo a que su regularisl@deesiva, y a que el origen juega un
papel privilegiado, que no esté justificado en AlieoEs por tanto necesario sustituir el
polvo de Cantor por un pariente que sea irreguai@aleatorio y que sélo seria
superponible a si mismo desde el punto de vistalissico; en la terminologia probabilista
se le denomina estacionario.

Una manera sencilla de conseguir en parte egéwvabha sido propuesta por
Berger & Mandelbrot 1963. Partiendo de una aprogigratruncada del polvo de Cantor,
cuyas escalas interna y externa satisfagam® y A <o, basta con randonizar (barajar al
azar) el orden de sus intermisiones para hacestadisticamente independientes entre si.
Para hacerlo mejor adn, se supone que las intemasitienen una longitud entera mayor o
igual que 1 y que la proporcién de ellas con lamfjinayor o igual a es igual ai™® (en



vez de la funcion escalonada a la que nos hemesdeimas arriba).

En resumen, se parte de las hipétesis de quetdamnisiones necesarias son
enteros, que son estadisticamente independienas ka distribucion de sus longitudes
sigue la ley de «distribucién hiperbélicBU > u) =u™>, que se lee: «la probabilidad de
alcanzar o sobrepasaesu " ». La hipétesis de independencia clasifica losresrgomo
formando un «proceso de renovacion», llamado tam&péoceso recurrente». Si el origen
es un «punto de recurrencia», el porvenir y elg@asan estadisticamente independientes,
pero no lo son si se ha elegido el origen arb#&raente. Nos encontraremos a menudo con
la distribucion hiperbdlica, pues esta intimameatacionada con todo lo que concierne a
la homotecia estadistica.

Vamos a mostrar como los errores asi distribumdesien, en efecto, ser analizados
como si formaran rafagas jerarquizadas. A faltardeéérmino castellano generalmente
aceptado (y para no tomar prestado del ingléslébpclustering como se hace
habitualmente), propongo un neologismo cuyo sigadfo es evidente, y diré que los
errores manifiestan un «arracimamiento» muy marocadga intensidad es medida por el
exponentd del que hemos hablado mas arriba. Para estalgjeedray arracimamiento,
elijamos un «umbraly; definamos unaug-rafaga» como una secuencia de errores
comprendida entre dos intermisiones de longitudangyeu,; descompongamos toda la
secuencia de errores agirafagas sucesivas; distingamos dos tipos de iigennes: las
«Up-externas» (las que separan nuesigagfagas) y las «dinternas», y consideremos las
duraciones relativas de estas intermisiones, sstus duraciones divididas pgr Cuando
D es pequefio las duraciones relativas de las irgenn@isup-externas tienen una gran
probabilidad de senuy claramentenayores que 1 (su cota inferior): por ejemplojesado
queU>Uy, la probabilidad condicional de quie> 5uy es 5°; con lo que tiende a 1 cuando
D tiende a 0. Por el contrario, las duracionesixgatde las intermisioneg-internas son,
en su mayoria, muy inferiores a 1. Esto es lo e lque sea razonable la conclusion de
que lasup-réafagas estan claramente separadas, y lo quigaigtiecisamente el empleo del
término de «rafaga»; ademas, el mismo resultadopaaia cualquiety, y por consiguiente,
las rafagas estan jerarquizadas. Sin embargo, elangdeD va aumentando, la separacion
entre rafagas es cada vez menos acentuada.

Resulta muy notable (Berger & Mandelbrot 1963} ths conjuntos asi obtenidos
representan sumamente bien nuestros datos empadeosa de los errores de transmision.
Ademas, diversos célculos referentes al polvo dedCae simplifican considerablemente.
Empecemos por suponer gie< « y calculemos el nimero medio de errores en el
intervalo comprendido enttey t + R, siendoR mucho mayor que la escala interpy
mucho menor que la escala extemaConviene proceder en dos etapas. Se supone primer
gue hay un error en el instanf® mas generalmente, que entyd + R el nUumeraM(R) de
errores es por lo menos igual a 1. Los valoresalsillados no son absolutos sino
condicionalesSe encuentra que el valor medio condiciona¥¢) es proporcional &>,

y por lo tanto independiente de y que la relacion enttd(R) y su valor medio es
independiente dBy deA. Sin embargo, lo esencial es la forma bajo lasgu@troduce la
dimensién en la distribucion condicional éR). En un polvo de Cantor, todo dependia de
la posicion de con respecto al origen. Aqui, por el contraridatdistribucion condicional

es invariante con respecto a la posicion, die ahi la conclusion de gvER) o RP vale

para todo\ >> Ry sigue valiendo cuandb se hace infinitamente grande.

Lo que depende fuertemente/Ales la probabilidad de que el nUmero de errores
sea nulo. En particular, para grandes valores,da probabilidad de que el intervalo



comprendido entrey t + R caiga todo €l en una intermision de longitud ergree
aproxima a 1, y la probabilidad de observar unresechace infinitamente pequefia. Pero
esto no afecta en nada la probabilidad condicideahimero de errores, siendo la
condicion o bien que haya un error en el precistaintet, o bien que haya un error en
algun instante entiey t + R. Reanudaremos esta discusion en el capitulo sigie
propésito de lo que llamaremos «principio cosmagoatondicional».

Polvo de Lévy obtenido a partir de una recta al@ ge han arrancado
«mordiscos» al azar

Volvamos al conjunto postulado por Berger & Mdhdat 1963. Sus defectos como
modelo de la distribucion de errores eran quepeesentacion seguia siendo imperfecta en
sus detalles, que la restriccién a O era estéticamente molesta, y que la propia
construccion era demasiado arbitraria como paraigaese quedara satisfecho con ella.
Ademas, su espiritu se alejaba demasiado del deC&or ello propuse muy pronto una
alternativa que resultd ser mejor en todos loscspdvéase Mandelbrot 1965c). Consiste
en sustituir el polvo de Cantor por una variangatria denominada «polvo de Lévy». La
definicién clasica resulta de reinterpretar lariisicion hiperbélicar(U > u) =u™ hasta
agui hemos supuesto ques un entero mayor o igual que 1, mientras qug kapone que
u es un numero real positivo. Como resultado de &stgrobabilidad» total ya no es igual
a 1, jsino infinita! A pesar de las aparienciata generalizacion tiene un sentido preciso
pero implica diversas dificultades técnicas quevmore evitar. Haremos esto adoptando
otra construccién mas natural propuesta, por Ménoiel972z.

Para introducirla, es util describir la constigoode Cantor mediante «mordiscos
virtuales». (Puede que este método sea inéditg, pasta ahora no habia tenido ninguna
finalidad). Se parte también de [0,1], al que ser'tanca también el tercio central ]1/3, 2/3],
pero después de esto se arranca los tercios esntlaadatercio de [0,1]. Como el tercio
central de [0,1] ya ha sido arrancado previamemtancarlo por segunda vez no tiene
efecto real alguno, pero tales «mordiscos virtwatesultan ser muy comodos. Se arranca
también el tercio central dmdanoveno de [0,1], de cada veintisieteavo, etc... ¢lay
sefalar aqui que el numero de mordiscos de longiaybr o igual que resulta ser igual a
(1 - D)/u, siendoD una constante determinada por las reglas de @secc

Dicho esto, randonicemos las longitudes y lascpoees de los mordiscos
mencionados anteriormente. Los elegiremos indepateinente unos de otros, y de tal
manera que el numero medio de mordiscos de longipdrior a1 sea (1 -D)/u. Al
elegirlos independientes, esta permitido que loiEos se solapen o que sean virtuales
en el sentido definido en el parrafo precedents.datalles técnicos importan poco, lo
esencial es que el resultado de la construccioantkpradicalmente del signo be

Cuando B< 0 y nos detenemos en mordiscos de longited), es poco probable
que quede nada; si queda algo, sera sin duda aimsedvalo. Si hacemos después que
tienda a 0, es practicamente seguro (llegandoolaapilidad a ser igual a 1) que los
mordiscos no dejan casi ningun punto de la reetigp@ cubrir.

Por el contrario, cuando 0Bx< 1, los mordiscos dejan indefinidamente sin cubri
un conjunto muy tenue, que resulta ser precisamengmlvo de Lévy de dimensidh
Este conjunto presenta una homotecia interna ssitaduiniforme, en el sentido de que la
razonr puede ser elegida sin condicionamientos, contrade a lo que ocurria con el
conjunto de Cantor, para el qubabia de ser de la forma 3siendok un entero.



Es una lastima que (como ya se ha dicho al pimcie este capitulo) no haya
ningun buen método directo para ilustrar los resial$ del dltimo parrafo. Sin embargo,
exactamente igual que uno puede imaginarse muypigrolvo de Cantor de manera
indirecta, como interseccion de la curva de vontKaan su base, uno puede imaginarse
también el polvo de Lévy por un método indirectedimnte la ciudad de calles aleatorias
representadas en la Figura 74. La construcciommpgal cada mordisco de la recta en una
direccion del plano escogida al azar. Mientrasasas» que queden tengan una
dimensiénD > 1, su interseccion con una recta arbitraria gserpolvo de Lévy de
dimensiénD - 1. Por el contrario, ) < 1, es casi seguro que la interseccion sera.vacia

P.S.Los fisicos comprenden muy bien la naturalezadgeuidos clasicos, que
dominan la transmision de sefales débiles. EI masiitante y mejor conocido es el ruido
térmico. Pero el problema que nos preocupa aqui@or a sefales tan intensas que los
ruidos clasicos son relativamente insignificanEgsconsecuencia, los ruidos significativos
son no clasicos, dificiles, y seguimos sin compeeiod bien. Quiza por ello sean
apasionantes. El argumento fractal esbozado ercagstiello contribuye a su comprension.

LAMINA 71. Movimiento browniano escalar. Sus ceros y su gaafic
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FIGURA 71

La figura de la primera linea representa la setiaecompleta de las ganancias
acumuladas por «Pedro» jugando contra «Pablo»nduB80 lanzamientos consecutivos
de una moneda; se supone gue esta siempre bidibregla (que la cara y la cruz son
equiprobables) y que Pedro (resp., Pablo) ganaitonaliando sale cruz (resp., cara). Se
sigue de ahi que la ganancia acumulada de Pedizareavagabunded@=paseo aleatorio)
sobre la recta; se trata de una aproximacion désdesun movimiento browniano escalar.
Las lineas segunda y tercera representan tamisi@ateancias acumuladas de Pedro si la



misma partida llega hasta los 10.000 lanzamiergosecutivos. Para mayor claridad del
dibujo se han anotado so6lo a intervalos de veiradds. Esta figura procede de un manual
célebre (Feller 1950), y se ha reproducido comutara&acion de los editores.

El examen repetido de estas curvas ha jugadajpel pecisivo en la elaboracion de
las teorias escritas en este Ensayo. Consideregmestrada, sélo los ceros de nuestra
funcion, es decir, aquellos instantes en que ldsrfas de Pedro y de Pablo vuelven a su
estado inicial. Aungue los intervalos entre estye€ sean independientes, parece como Si
Sus posiciones estuvieran agrupadas segun ratagagyizadas bien diferenciadas; por
ejemplo, cada cero de la primera linea, es reemgtaen la segunda por toda una rafaga de
puntos; si se tratara del movimiento browniano mateco se hubiera podido seguir
subdividiendo asi las rafagas indefinidamente. festaiquia se me ocurrié cuando trataba
del problema de los errores telefonicos examinadas Capitulo 4. Se sabia que estos
errores estan agrupados en rafagas, pero yo ougeifigar si los intervalos entre errores
eran independientes o0 no. Un estudio empirico pmonfesta conjetura, y condujo a los
modelos comentados en el texto. Obsérvese quetos del movimiento browniano —del
gue esta Figura es una aproximacion— constituygariante mas simple de un polvo de
Cantor aleatorio de dimensi@h= 0,5. Cualquier otr® que se desee —siempre que esté
compredida entre 0 y 1— puede obtenerse mediasteelos de otras funciones aleatorias.
Por medio de este modelo, se define la dimensamtdr de una secuencia de errores
telefonicos: su valor depende de las caractersspipecisas del substrato fisico.

Examinemos a continuacion, no soélo los cerosdgdfica de ahi abajo, sino el
conjunto de sus valores. En 1963, hice notar gdersua recuerda las secciones verticales
del relieve terrestre. Después de varias genecaizes, esta observacion condujo a la
sucesion de modelos descrita en el Capitulo 6
Un proceso de Poisson. Los instantes en los gdeB Pablo juegan, no estan
necesariamente distribuidos uniformemente en mlpte se los puede elegir al azar
independientemente unos de otros, con la mismad#eh®n este caso, forman un proceso
de Poisson. El resultado no difiere sino impertdptiente deVagabundeale mas arriba
pero presenta ciertas ventajas; en particular, oremos en el Capitulo 6, su
construccion se generaliza al caso multidimensional

LAMINA 72. Barra de Cantor



I
B
D = logz 2 ~ 0,63

FIGURA 72
Esta barra que se pulveriza, corta su eje lodigih segun un polvo de Cantor,
conjunto tan tenue que no se puede ilustrar direstte.

LAMINA 73. Escalera del diablo

I



FIGURA 73

El nombre matematico oficial de la funciper f(X) ilustrada en esta figura es
«funcion de Lebesgue del polvo de Cantor». En cadade las intermisiones de é$(x)
es constante. En la aplicacion practica discutidel €apitulo 4Ax es un intervalo de
tiempo, sienda@y la energia del ruido durante este intervalo. Esoud tratar dicha
energia como si estuviera distribuida uniformemsatgin la vertical. La funcion inversa
= fX(y) indica c6mo se rompe esta regularidad, se puedeglie se «fractaliza» en una
distribucion muy irregular.



Una generalizacién de" en el plano o en el espacio tridimensional esgiaito
en el estudio de los vuelos de Lévy, ilustradosedas Figuras 106 a 111. Hay que
imaginarse&k como coordenada perpendicular al plano de unalée figuras y el peldafio
k-ésimo de la escalera paralelamente a un saltdiligb situado a la altuda Si la
reparticién de la masa galactica se supone unifarfodargo del eje de las la funcién f*
la convierte en algo terriblemente no uniforme lgolano o en el espacio.

LAMINA 74. Efecto de los mordiscos en forma de banda; la adutiacalles
aleatorias

FIGURA 74

El plano es recorrido por bandas de direcciomapd, tales que la interseccion de
la vertical con la banda de clgséene longitudQ/p = (2 —D)/p. El diagrama corresponde
aD préximo a 2; su interseccién con una recta cuatgLes un polvo de Lévy de
dimensionD - 1 proxima a 1. Si se sigue indefinidamente ehnai procedimiento la
superficie que «queda» para las casas tiene al@apdabra que construir torres de altura
infinita?). Cuand® pasa de 2, las «calles» lo ocupan todo y no gug@a para las
«casas».



Capitulo 5
Los crateres de la Luna

La logica del desarrollo del modelo de los mardss—con el que ha terminado el
capitulo anterior— nos lleva ahora a los mordistglglano en forma de disco. Aunque su
interés sea incomparablemente mas general, vaimteducir el tema mediante un
comentario rapido, y un tanto seco, acerca develiunar. Asi, la Luna nos servira como
etapa en nuestro camino hacia los objetos celegiesseran estudiados en el capitulo
siguiente.

La palabra «crater» implica un origen volcanfmero nos sera mas facil razonar
adoptando los términos de otra teoria, que lolswgtel al impacto de meteoritos. Cuanto
mayor sea un meteorito, mas grande y profundoedexgujero que produzca, pero un
impacto grande puede borrar el rastro de otros resramteriores, y un meteorito pequefio
puede «descantillar» el reborde de un crater grarédeantiguo. Se dan, ademas, otras
fuerzas que contribuyen a modificar la superfi@dadLuna. A fin de cuentas, por lo que
respecta a los origenes y las areas de los cratanegque distinguir dos distribuciones
distintas: la observada y la subyacente. Admitifppes una simplificacion draconiana!)
que los rebordes de los crateres se borran sulbritarakcabo de un tiempo fijo, sin
ninguna relacién con su tamafio. Por lo que seresfidas areas de los crateres, Marcus
1964 y Arthur 1954 demuestran que siguen una lligtidn hiperbdlica de exponente
proximo a 1. Admitimos que ésta es precisamentiéstabucion subyacente. Finalmente,
razonamos en términos del plano, y no de la supede la esfera. Esto nos lleva a
generalizar a dos dimensiones la construccion sletardiscos aleatorios, con la que
hemos terminado el Capitulo 4. Substituyendo ltenmalos por discos, nos las
arreglaremos para que todo sea isotropo (invarfanteotaciones del marco de referencia).

Un primer problema consiste en determinar siteripartes de la Luna que nunca
sean recubiertas por un crater. Si la respuestfirasativa, habra que caracterizar la
estructura geométrica del conjunto no recubiereambis de sefialar que ta hipoétesis del
desgaste brutal de los bordes significa que dddleduraciénsy/ de los crateres antes de
desgastarse equivale a doblar el nUmero de cr&enes area determinada

He aqui las respuestas a las preguntas antefRaesempezar, hay dos casos de
poco interés matematico y que resultan no serapés a la realidad, jlo cual no era
evidente a priori! Cuando el exponente y de ladeYas areas de los crateres es menor que
1, entonces —sea cual sea la duracidén de un crasreasi seguro que el resultado del
bombardeo meteoritico sera que cualquier punta daperficie de la Luna queda
recubierto por lo menos por un crater. Cuapdol, cualquier cuadrado de superficie lunar
tiene una probabilidad no nula de quedar fuera d&perficie recubierta por los crateres.
Dicha superficie tiene pues la apariencia de uneha de queso Emmenthal: la cancién
gue se ensefia a los nifios ingleses segun la duahdaesta hecha de queso verde, no se
equivocaria de material, aunque si de color y @gor Cuanto mayor sea el valorye
Menos numerosos seran los agujeritos, y mas mseiaauestro queso.

Vayamos ahora al caso interesante. Sil, y la duraciory de los crateres supera
un cierto umbraVy, también es casi seguro que no quedara ninguo fugta de los
crateres. SV >V, podemos decir simplemente que dicho conjunto néiexwe cuadrado



alguno —por pequefio que éste sea— y ademas, s(défeada como medida de
Lebesgue), es igual a cero; finalmente, su dimensidde a 0 al aumentsr

CuandoV es mas pequefio g\g, el conjunto de puntos no cubierto es fractaV Si
es muy pequefo, esta fractal es de dimension pedaighy tiene la forma de filamentos
infinitamente bifurcados, que separan los agujéoss;uales son pequefios y no se solapan
demasiado. Acaso el aficionado reconozca conmigaentrapolacion ética de la estructura
del queso suizo de Appenzell. Cuantlaumenta Y disminuye, se pasa progresivamente
a un Emmenthal, evanescente también, pero esfgoveausa de grandes agujeros que, a
menudo, tienen partes comunes. Este caso inclore, @ros, muchos pedazos sueltos,
rodeados de coronas vacias muy irregulares. Degparésun ciert® «critico», la
situacion cambia cualitativamente: nuestros «filalme> de queso se descomponen, y el
conjunto no cubierto por ningun créater se conviertein polvo.

Estos ultimos resultados estan ilustrados eRitagas 78 a 81. Superan con mucho
en importancia el problema referente a los craieda Luna.

LAMINAS 78 y 79.Lonchas de «queso de appenzell fractal», con agsijer
redondos aleatorios



FIGURA 78

Se quitan del plano una serie de mordiscos ares] marcados en blanco, con los
centros distribuidos al azar (distribucion de Rwidg los radios elegidos de manera que se
asegure la homotecia interna estadistica. Estossrhdbrian tenido que ser aleatorios, pero

en la practica han sido elegidos con la foffep, siendop el rango de un mordisco en la

clasificacién segun radios decrecientes. Esta pielomgue un mordisco pequefio interese
gue seccione a otro mayor. No es sorprendenteaesgetie que, si se sigue indefinidamente

con el proceso descrito ahi arriba, lo que queddréearea nula, pero nuestra intuicion no

nos dice si realmente va a quedar alguna cosacgsmde que asi sea, si el resto estara

formado por filamentos conexos o por un polvo detqst
La respuesta a las preguntas que nos acabanptentgear depende dg en
particular, la dimensioB resulta ser igual a 2 -n@°.




CuanddQ es muy pequefio tenemos, por una parte, que ladisnos solo recubren
el plano muy lentamente, y por otra, que el resttserva una interconexion muy fuerte,
como se ve en la figura 78, al que le encuentrpanacido con el queso suizo de

Appenzell. Esta figura tiene una dimension frad&all,99. En la figura 79, la dimension
fractal es yd = 1,9, sin que hayamos cambiado la semilla detigelor pseudoaleatorio;
se han multiplicado las areas de los mordiscosepiestes por una constante mayor que 1.

El efecto es muy manifiesto: la interconexion @sto ha disminuido de un modo muy
notable.

LAMINAS 80 y 81.Lonchas de «queso de emmenthal fractal» con agsijero



redondos aleatorios
Volvamos al procedimiento de la figura antenosigamos disminuyendd, sin

cambiar de semilla y coloreando en negro los moodisCorD

1,75, el resultado es el

5

=1

el cagb

ilustrado por la figura 80 (un Emmenthal un taracive). Igualmente
ilustrado por la figura 81, es casi evanescenteniis se® > 0 el «resto» tendra medida

nula pero no sera vacio; sin embargo llegara wasso siQ aumenta mas alla devVi/

caso en el que & formal definido por 2 —2Q° se hace negativo y deja de ser una

dimension.
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Capitulo 6
La distribucién de las galaxias

En este capitulo, volvemos al estudio de un problque nos es familiar. Me
propongo demostrar que la teoria de la formacidaslestrellas y las galaxias debida a
Hoyle, el modelo descriptivo de Fournier d’Albg(ly que es aun mas importante) los
datos empiricos, sugieren unanimemente que lakdistén de las galaxias en el espacio
incluye una amplia zona de homotecia interna, euéala dimensién fractal es proxima a
D = 1. No cabe duda de que esta zona se acabaestidas pequefas, justo antes de llegar
a objetos con bordes bien precisos, como los @anBero no es seguro si, a gran escala,
esta zona se extiende hasta el infinito, o sigpoontrario se acaba con los cumulos de
galaxias (véase el ejemplo del ovillo de hilo cotadn en el Capitulo 1), para seguir con
una zona cuya dimension aparent®es3. Segun la respuesta a esta cuestion, queyes mu
controvertida, la zona en la glle< 3 sera mas o menos vasta, y el propio concepto d
dimensién serd mas o menos util.

El problema de la distribucién de las estrelas galaxias, los cimulos de galaxias,
etc., fascina tanto al aficionado como al espetaliy ha sido objeto de un nimero
considerable de publicaciones, pero ocupa un lngaginal en relacion con el conjunto de
la astronomia y la astrofisica. Esto se debe gila dua falta de una buena teoria; ningan
especialista pretende haber conseguido explicagyedta distribucion de la materia celeste
es irregular y jerarquizada, como se observa alsimgta y confirma el telescopio. Esta
caracteristica es sefialada en todos los textascpando se pasa a los desarrollos serios, la
casi totalidad de los tedricos supone inmediataengmé la materia estelar esta distribuida
uniformemente. Otra explicacién de esta resistemtiatar de lo irregular es que no se
sabia como describirlo geométricamente; todaslaativas en este sentido habian tenido
gue reconocer alguna que otra deficiencia. Porragtm, no quedaba mas remedio que
pedir a la estadistica que decidiera entre la egi®de la uniformidad asintética, muy bien
conocida, y una hipotesis contraria, del todo vagitay que sorprenderse de que los
resultados de unos tests tan mal preparados ha@taa poco concluyentes?

Para salirse de la rutina, ¢no seria util intenotaa vez mas, la descripcion sin
aguardar a la explicacion? ¢ No seria util demostmarun ejemplo que las propiedades que
se desea encontrar en esta distribucion son mutiaroempatibles, y todo ello en el seno
de una construccién «natural», esto es, en la gumaya que ir metiendo todo aquello que
se quiera obtener, y que no sea demasaddwg «hecha a medida»? En este capitulo,
mediante la utilizacion de una generalizacion devimiento browniano, vamos a
demostrar que una construccion de este tipo esqianfiente posible, que parece facil
(después), y que inevitablemente echa mano dela®ptos de objeto y dimensidn fractal.
Estudiaremos a qué se parece una distribucion gtareetin arracimamiento (siguiendo
con el neologismo del Capitulo 4) ilimitado cuasgdo observa radialmente desde la
Tierra; el resultado, que no es en absoluto evidert puede dejar de influir en la
interpretacion de los datos experimentales. EltQkp® tratara de los objetos
relativamente intermitentes e introducira la materterestelar; pero, por el momento,
supondremos que el espacio entre las estrellasasta (En publicaciones de caracter mas
técnico Mandelbrot, 1975u, 1979u, 1982f, muestrgue este marco propuesto por mi



aporta al estudio estadistico preciso del probléenia intermitencia galactica).
La densidad global de las galaxias

Empezaremos examinando de cerca el conceptondaldd media global de la
materia en el Univers@ priori, igual que la longitud de una costa, no parecdajue
densidad vaya a plantear problema alguno, perbedeo, las cosas empeoran enseguida y
de una manera muy interesante. Entre los muchagdirientos para definir y medir esta
densidad, el mas directo consiste en medir la mBacontenida en una esfera centrada
en la Tierra de radiB, evaluar después la densidad media definida§By/[(4/3)xR’],
hacer luego quR tienda a infinito y definir, finalmente, la denadimedia globgh como
el limite al que forzosamente ha de tender la dedsinedia.

Desgraciadamente, la convergencia en cuesti@naiegho que desear: a medida
que ha ido aumentando la profundidad del Univelsanaada por los telescopios, la
densidad de la materia no ha dejado de dismimglugo ha variado de manera regular,
manteniéndose aproximadamente proporciofl 3 donde el exponent? es positivo y
menor que 3, en realidad mucho mas pequefio, deh alel magnitud dé = 1. Por lo
tanto, la mas&(R) aumenta aproximadamente coRfy férmula que nos recuerda a la
obtenida en el Capitulo 4 para el nimero de erextrafios en el lapso de tiemiRoy que
nos da, por lo tanto, un primer indicio de dqupudiera muy bien ser una dimension fractal.

La desigualda® < 3 indica que, a medida que uno se va alejanda @ierra, los
objetos celestes se agrupan jerarquicamente, rstamfio asi el intenso arracimamiento
del que hemos hablado. En los términos elocuert&adcouleurs 1970 (cuya exposicion
me ha ayudado muchisimo y recomiendo vivamentégrr@cimamiento de las galaxias y,
sin lugar a dudas, de todas las formas de la raatsj segun todos los métodos
observables, la caracteristica dominante de laaata del Universo, sin ningun indicio de
gue haya una aproximacion a la uniformidad; la diexismedia de la materia decrece
continuamente cuando se consideran volumenes eadaayores... y las observaciones
no dan ninguna razon para suponer que esta teademciontinde a distancias mucho
mayores y densidades mucho mas bajas».

Si la tesis defendida por Gérard de Vaucouleaiosfirma (no se puede ocultar
gue habia suscitado reservas, pero parece seveaaaas aceptada), lo mas sencillo sera
suponer qu® es constante. Pero, de todos modos, el Universa eanjunto se
comportaria como el ovillo de hilo comentado eGapitulo 1: en una zona intermedia, Su
dimensién seria inferior a 3; a gran escala di¢cheedsion seria, segun que Vaucouleurs
tuviera o no razon, inferior o igual a 3; y en cua¢r caso, a muy pequefa escala, desde el
punto de vista de la astronomia, se estaria trafarichero con puntos y luego con solidos
de bordes bien delimitados, con lo dquse haria igual a O primero, y luego a 3.

Por el contrario, la idea ingenua de que lasxggdase reparten en el Universo de
modo practicamente uniforme (esta idea se traduigicnicamente en el hecho de que
seguirian la distribucién de Poisson) nos ahortargna intermedia en que la dimensién
esta comprendida entre 0 y 3, dando simplementir@nsiones 3, 0 y 3 (para escalas
decrecientes). Si el modelo fractal con D < 3 s6lo se aplica en una zona truncada por
sus dos extremos, se podra decir que, globalmeritmiverso tiene dimensién 3, pero con
perturbaciones locales de dimensién inferior axd¢amente igual que la teoria de la
relatividad general afirma que, globalmente, eMdrso es euclideo, pero la presencia de
materia lo hace localmente riemanniano).



Sumario del Capitulo 6

Sea cual sea el valor de las sugerencias heabaaih instante, conviene
preguntarse bajo qué forma matematica —evitandtraaecir la fisica, pero sin esperar
que, por el momento, ésta nos pueda proporcioganalayuda— se puede formalizar la
idea de que la densidad aproximada de materiagtibada cero, anulandose la densidad
global. La primera construccion que demuestra tapaiibilidad de estas condiciones
parece haber sido dada en 1907 por Edmund Edwartiieod’Albe, un autor de trabajos
de «ciencia ficcion» disfrazados de ciencia, algut®los cuales estan a la espera de
convertirse efectivamente en trabajos cientifiwesentaremos su modelo a partir del
original, pues uno no puede fiarse de ningunaslexposiciones (sarcasticas e
incompletas) que se han hecho de él. Su extrai@ Bburnier 1907, s6lo ha sobrevivido
porque tuvo la suerte de llamar la atencién destmdaomo ya establecido, C.V. L.
Charlier, en cuyas manos dio lugar a un modelogeasral, pero en realidad menos (til,
gue describiremos dentro de poco. El principioste enodelo fue discutido por Borel
1922, pero luego cayé en el olvido, para ser reitado de nuevo por Lévy 1930 y —Io
gue es mas importante aun— por Hoyle 1953. Al igu& Fournier y Charlier, Paul Lévy
intentaba evitar la paradoja a@tlo en llamasconocida como «paradoja de Olbers», que
apasiona al aficionado y que vamos a tratar. Mée tdloyle desarroll6 su modelo de la
génesis de las galaxias, que también analizaremos.

Considero conveniente centrar la exposicion sigei en el modelo de
Fournier-Charlier, pero no se puede pretender maritehasta el final, pues es totalmente
inverosimil, exactamente igual y por las mismasmaz que lo era el conjunto de Cantor
para los errores telefonicos: es excesivamentdaeguel origen terrestre desempefia un
papel privilegiado en su construccion, cosa queltesmaceptable, porque es contraria al
principio cosmogréfico —que también discutiremos.

Este ultimo principio plantea un problema muyagrues no soélo es incompatible
con el modelo de Fournier-Charlier-Hoyle, sino tarabién lo es con la idea de que la
densidad media en una esfera de r&di@nde hacia O cuand®tiende a infinito. He
demostrado, sin embargo, que dicha incompatibilidatematica puede —por decirlo
asi— ser «exorcizada». Asi pues, inmediatamenfmidegle haber descrito el modelo de
Fournier, afirmaré que el principio cosmograficonvas alla de lo razonable y de lo que
seria de desear, y que debe ser modificado de do nmpor natural menos radical.
Recomendaré que se adopte bajo una nueva formdéhiésque calificaré de condicional,
postulando que dicho principio sélo vale para losepvadores «verdaderos». En
apariencia, esta nueva forma débil sera sin durfansiva, y no cabe duda de que la
mayoria de los astronomos, no solo la encontrar@ptable, sino que se preguntaran qué
es lo que puede aportar de nuevo; la habrian eslmdiesde mucho tiempo atras si les
hubiera despertado el menor interés. Veremos coprineipio cosmografico condicional
no implica ninguna hipotesis respecto a la densiialobl. Para demostrar que permite que
la densidad media se comporte cdro® alrededor de cualquier observador verdadero,
describiré una construccion explicita que, en aiagpecto técnico, equivale a la
sustitucion injustificada de un problemaNieuerpos, que es irresoluble, por una
combinacion de problemas de dos cuerpos, que sk pasolver facilmente; este
procedimiento no pretende tener ninguna realidachografica, pero resuelve la paradoja
gue nos interesa. Por el camino, encontraremosasuelzones para interpreEacomo



una dimension fractal.
El Universo estrictamente jerarquico de Fournier

Consideremos 5 puntos, como en la Figura 10gudgtos en los cuatro vértices de
un cuadrado y en su centro; afladamosles dos pmdimssituados respectivamente por
encima y por debajo de nuestra hoja de papel, dagiertical del centro, y a la misma
distancia de éste que los cuatro vértices del adadnicial: los 7 puntos asi obtenidos
forman un octaedro regular centrado. Si se inteam&da punto como un objeto celeste de
base, o también como un «racimo de orden 0», aédod sera considerado como un
«racimo de orden 1». Se continlda la construccibmaeo siguiente: un «racimo de orden
2» se obtiene aumentando un racimo de orden 1 &ctor 1f = 7, y tomando cada uno
de los 7 puntos asi obtenidos como centro de yntigaélel racimo de orden 1.
Analogamente, un «racimo de orden 3» se obtieneatamdo uno de orden 2 en un factor
1/r =7, y tomando cada uno de los 49 puntos asi mlo®ireomo centro de una réplica del
racimo de orden 1. Asi pues, para pasar de un autdquiera al siguiente, se aumenta el
namero de puntos, y también el radio, en un fabtor 7. Por consiguiente, si cada punto
tiene la misma masa, que tomaremos como uniddéuh¢zon que da la ma$d(R)
contenida en una esfera de raRioscila alrededor de la funcion representada parda
M(R) = R. La densidad media en la esfera de r&igs aproximadamente proporcional a
R la densidad media global se anula, y la dimensiéfinida mediant®(R) « R°, es
igual a 1. Partiendo de los racimos de orden (usdgtambién interpolar indefinidamente,
por etapas sucesivas; la primera etapa sustitulgewao de ellos por una imagen del
racimo de orden 1, reducida en un factor 1/7, yasésivamente.

Se observa que las intersecciones del resultadcada uno de los tres ejes de
coordenadas, asi como sus proyecciones sobreegsspson polvos de Cantor,
consistiendo cada etapa de su construccion enrdi@id] en 7 partes iguales y después
arrancar la segunda, tercera, quinta y sexta.

Este Universo infinitamente interpolado y extilapo tiene homotecia interna, y se
le puede definir una dimension de homotecia, ardabelog 7/log 7 = 1. E
incidentalmente, observamos este nuevo elementobjeto espacial puede tener
dimensién 1 sin ser una recta ni una curva reabfe, e incluso sin ser de una sola pieza;
asi pues, una misma dimensién de homotecia es tibfepzon valores distintos de la
dimensién topoldgica (concepto descrito en el Gépit4). Esta posibilidad nos ensefia un
poco mas acerca de la dimension de homotecia: gapd® valores enteros «anormales»,
es decir, superiores a la dimension topoldgicabggdvese que el antiguo término
«dimension fraccionaria» obligaba a decir que avguwbjetos tenian una «dimensién
fraccionariaigual a 1 6 a 2»!).

Como veremos mas adelante, Fournier y Hoyle aranzlistintas razones fisicas
para justificar est® = 1, pero hay que sefalar inmediatamente quesakteno es en
absoluto inevitable desde el punto de vista gedooéthln conservando la construccién a
base de octaedros y el vale 7, se puede dar ar 1in valor distinto de 7, obteniendo asi
M(R) < R° conD = log 7/log (1f). Para 17 es aceptable cualquier valor comprendido entre
3 e infinito, y por lo tantd) puede tomar cualquier valor entre 0 y log 7/legB7712. Y
aun mas: la eleccién dees discutible. Fournier dice que tolé& 7 soélo para hacer
posible un dibujo legible, siendo el «verdaderosns = 167 (no explica el por qué); por
el contrario, Hoyle tom&l = 5. Sea como sea, dandoique satisfagh < 3, es facil



construir variantes del modelo de Fournier cuyaedision tome este valor.

(Senalemos, sin detenernos en ello, que la ésteuinfinitamente jerarquizada del
Universo de Fournier s6lo aparece plenamentelsi seamina desde un punto
infinitamente lejano, empleando un instrumento pernita al mismo tiempo ver hasta el
infinito y percibir la distancia. Para un observadgoe forme parte del Universo, y cuyos
instrumentos tengan una potencia limitada, perndtée ver sélo hasta una profundidad
<, el Universo de Fournier tendra una aparienciaptetamente diferente).

El Universo de Charlier, con dimension efectivagtetminada en un intervalo.

Los defectos del Universo de Fournier son innaivles; entre ellos se cuenta el
hecho de que es demasiado regular. Este es urt@speccorrige Charlier 1908-1922
dejando quéN y r varien de un nivel de jerarquia al siguiente, twaodos valore®m y rm.

El objeto que se obtiene asi, claro esta, no tiehemotecia interna ni una verdadera
dimension.

Mas concretamente, la cantidad Mglog(1/), que corresponde al nivel puede
depender den. Suponer que se mantiene entre dos cotas queatdemats PoD i, Y Dmax
introduce un tema mas: la dimension fisica efeqiivade muy bien no tener un valor Gnico
y bien determinado, sino solamente un par de ¢atessuperior y otra inferior); este tema
no puede, sin embargo, ser tocado aqui.

Sea lo que fuere, la condicibrax < 2 (satisfecha por el modelo de Fournier al
tomarD = 1) evita la paradoja de Olbers, acerca de lehgbkaremos dentro de un instante.
Observemos de pasada que Charlier evita precisalalzion geométrica existente entre los
objetos de un mismo nivel. Invoca asi lo que elitbép3 califica sarcasticamente de
azar-invocacion, o azar-deseo. No sabriamos coafoos con esto.

Parece ser que Kepler fue el primero en darsetaue que la hipotesis de
uniformidad en la distribucién de los cuerpos deless insostenible. Si asi fuera, el cielo
nocturno no seria negro; tanto de dia como de noatie el cielo tendria la misma
luminosidad que el disco solar, es decir, tendnitormemente el color del fuego. Esta
inferencia se conoce normalmente como «paradofailaers», por referencia a Olbers
1823; para una discusion histérica puede uno digg las referencias siguientes: Munitz
1957, North 1965 o Jaki 1969. Hemos dicho que tadma desapareceria si uno pudiera
convencerse de que los cuerpos celestes satigdf&nx R° conD < 2. El objetivo
primero de Fournier y Charlier habia sido constuitUniverso en el qud(R) tuviera
efectivamente esta forma.

El razonamiento de Olbers es sencillo a mas dempda luminosidad de una
estrella, situada a una distanBidel observador, disminuye en la proporciéR*1pero su
superficie aparente es también proporcionalRf1cobn lo que la densidad de luminosidad
aparente sera la misma para todas las estrellasnagl si el Universo es uniforme, casi
cualquier direccion trazada en el cielo interseeaisco aparente de alguna estrella, con
lo que la densidad de luminosidad aparente semésima para todo el cielo. Por el
contrario, sM(R) « R° conD inferior al umbraD = 2, una proporcién no nula de las
direcciones se pierde en el infinito sin encomi@da. Esa es una razéuficientepara que
el fondo del cielo nocturno sea negro. Hay querdeniediatamente, no obstante, que no
se trata de una razéecesariaHay muchas otras explicaciones, cuyo estudidumra de
las intenciones de este libro, pero de todas ptidemos decir que es lamentable que hayan
servido para desviar la atencion del estudio decanamiento estelar o galéctico.



Hemos de sefalar también que, cuando la zoreagureD < 3 va seguida, a una
distancia grande pero finita, de otra zona en &yg 3, el fondo del cielo no sera negro,
sino que estara ligeramente iluminado.

Volvamos a Fournier. Vemos que es mas preciscCipaglier, en tanto que se
impone un cierto valor d@, a sabeb = 1, valor que le basta y le sobra para evitar la
paradoja de Olbers. Lo justifica (pag. 103 delsto)icon un razonamiento muy notable
—iy més aln en 1907 que en 1975'gue reza como sigue. Utilizando sin demasiados
escrupulos una formula que en principio solo egalple para objetos con simetria
esférica, supone que en la superficie de cualguieerso visible (de orden arbitrario) de
masaM y de radioR, el potencial gravitatorio toma la forn@M (siendoG la constante de
la gravitacion). Una estrella que cayera sobrewsteerso tendria, en el momento del
impacto, una velocidad deG1/R2 Ahora bien, afirma Fournier, la observacién muzest
gue dichas velocidades estan acotadas. (jUno gamieeen qué basaba esta afirmacion en
1907; en 1975 su enunciado suena como algo muyhu&y se quiere que, para objetos
celestes de orden elevado, esta velocidad no ti@relaero ni a infinito, es necesario que
la masavl crezca com®, y no (como en el caso de una distribucion des®ajscomo el
volumen (4/3}R®,

Cascada de Hoyle. Justificacion de D = 1 por etanid de estabilidad de Jeans

Definiremos un Universo pentéadico de Fournieitdincomo el que se obtendria si
la construccion de Fournier se basar&Nen5 en vez d&l = 7, y no se extrapolara hasta lo
infinitamente grande ni se interpolara hasta Imitdmente pequefio. Vamos a demostrar
ahora que tanto el caracter jerarquico de un taldgso, en la forma de «azar-deseo»
debida a Charlier, como el hecho de que la dimertsidga que ser igual a 1, se pueden
deducir de la hipotesis de que las galaxias ydaslas se han formado por una cascada de
fragmentaciones a partir de una masa gaseosameifor

El argumento, debido a Hoyle 1953, es controderfpero tiene en cuenta una
cierta realidad fisica. En particular, asocia ehwede qué = 1 al criterio de equilibrio de
las masas gaseosas debido a Jeans. Imaginemoghengaseosa de temperatlinade
masaM distribuida con densidad uniforme en un borderesfée radidr. Hoyle postula
queM/R toma efectivamente este valor critico, que larameion se detiene al formarse
una nube de radig/5?”, después de lo cual la nube se subdivide en Ssrigbales, de
masaM; = M/5 y de radidR, = (R/52°)/5"° = R/5. Al terminarse (adrede) la etapa igual que
comenzo, en la inestabilidad, ir4 seguida de ugargta etapa de contraccion y
subdivision. Hoyle no elighl = 5 para simplificar la ilustracion si no por raes fisicas y
bien precisas (en las que no nos podemos detdeans demuestra que en el caso critico
en queM/R = JKRT/G(siendal un cierto factor numeéricd,la constante de BoltzmanrGy
la constante de la gravitacion), dicha nube edabés e inevitablemente se contraera y
subdividira.

Se puede demostrar ademas que la duracion detimccion de ordemes 5™
veces menor que la de la primera; con lo que, aiebproceso continuara hasta lo
infinitamente pequefio, su duracion total seguigado finita, superando como mucho en
una cuarta parte la duracién de la primera etapa.

Se llega asi a las siguientes conclusiones. Ryjmee Hoyle encuentra otra vez el
principio cantoriano que estaba ya subyacente amigs. Segundo, que Hoyle da razones
fisicas para tomad = 5. Tercero, que el criterio de estabilidad dmderoporciona un



segundo camino para determinar la dimenBigy, cosa interesante, da exactamente el
mismo resultado final: la dimension ha de ser igual Por otra parte, los argumentos de
Hoyle y Fournier no son, sin lugar a dudas, sir@akpectos distintos de una misma idea.
En efecto, se observa que en el borde de la nelstalrie de JeanSM/R es igual a la vez
a\V/2 (Fournier) y alkT (Jeans). Con lo qué&/2 = JKT, lo cual indica que la velocidad de
caida de un objeto macroscopico es proporciorealvalbcidad media de las moléculas que
da lugar .

Uno de los innumerables defectos del modelo derit@r es que asigna al origen un
papel sumamente privilegiado. Es un modelo resueltée geocéntrico y por ende
antropoceéntrico («a la antigua»); es contrarigpaineipio cosmoldgico» que postula que
nuestro tiempo y nuestra posicion sobre la Tieorienen nada de particularmente
especial ni nada de central, sino que las leyés daturaleza han de ser las mismas en
cualquier lugar y en cualquier instante. Esta aidn es discutida por Bondi 1952. Mas
concretamente, lo que aqui nos interesa es laaafit de este principio general a la
distribucion de la materia, y ademas no nos ocupasale la teorid.¢yoc), sino
solamente de la descripciompgén). Distinguiremos pues, con el nombre de «principio
cosmogréfico fuerte», la afirmacién de que la niatsigue las mismas leyes estadisticas
para cualquier sistema de referencia (origen y) édiesde el que se examine.

La idea es muy tentadora, pero dificil de coacition unas distribuciones que
distan mucho de ser uniformes. Ya hemos dicho atgoca de esto en el contexto de los
errores de transmision estudiados en el Capitula Aaturaleza de las dificultades que se
encuentran cambian segun sea el valor de la dehgidiaal de materip en el Universo: si
es nulo, uno se enfrenta con una incompatibilidagdrehcipio, mientras que gies
pequefio pero no nulo, las dificultades solo sotipdeestético y de comodidad. Pero, sea
cual sea el valor de parece importante disponer de un enunciado déelesacuerdo con
una vision del mundo que tenga en cuenta los abfedotales. Para ello, creo que sera util
separar lo que habitualmente se toma como princigsmografico, en dos partes, cada una
de las cuales sera objeto de una seccion.

Principio cosmogréfico condicional

Refiramos el Universo a un sistema de refereqaeacumpla la condicién de que su
origen tiene también masa.

POSTULADO: la distribucién condicionada de la mas idéntica para todos los
sistemas de referencia; en particular, la nhd@®) contenida en una esfera de raldje@s
una variable aleatoria independiente del sistenraféeencia.

Postulado adicional

Si es necesario, se podra postular también guéntites, par&k — «, deR>M(R)
y deR™ M(R) son casi seguramente iguales, y que ademas siivgs y finitos.
Consecuencias de estos principios

Consideremos las leyes de distribucion de lamaag® un sistema de referencia
arbitrario y en otro condicionado por el hecho de su origen sea material. Si vale el
postulado adicional, esta ultima distribucién séude de la primera por las reglas usuales



del calculo de probabilidades condicionadas, yilagra se deduce de la segunda tomando
la media con respecto a los origenes distribuiadenmemente en todo el espacio.

(Hay un punto delicado, digno de ser subrayadi@ graréntesis: cuando se integra
sobre todo el espacio la distribucién uniformeagedrigenes, da una masa infinita y, en
consecuencia, no es evidente que vaya a ser positdenalizar la distribucion no
condicionada de modo que su suma sea uno. Paestpupueda hacerse es necesario y
suficiente que la densidad media global sea pagitiv

Supongamos ahora que el postulado adicionabésa siendo nulo el
limr_.R*M(R). En este caso, la distribucién no condicionadprdbabilidad simplemente
nos dice que, si se elige libremente una esferadieR finito, es casi seguro que estara
vacia; cosa que, por muy cierta que fuera, camecerhpletamente de interés y seria
insuficiente a efectos practicos. Cuando todosde®s interesantes tienen, como aqui, una
probabilidad nula, la fisica matematica ha de emaonn método que distinga entre ellos.
Esto es precisamente lo que hace la distribuciadicmnada de probabilidad, y es lo que
justifica el énfasis que propongo que se contirareld al principio cosmogréfico
condicional.

Subdividir en dos partes el principio universahé la ventaja filosofica
suplementaria de concordar con las maneras dgida fiontemporanea, separando lo que
es observable, por lo menos en principio, de loeguienposible de verificar y constituye,
bien un acto de fe, bien una hipotesis de tralgdiecho —como ya he dicho— es muy
probable que la mayoria de astronomos no tengaudmiimconvenienta priori contra el
condicionamiento que propongo. Haria tiempo que ssthabria convertido en algo banal
si se le conocieran consecuencias dignas de aterastb es, si se hubiera reconocido que
constituye, no un refinamiento formal, sino unaatita generalizacion. Asi pues, ya sea
para apoyar el acto de fe, o para demostrar gquipddesis de trabajo es simplificadora vy,
en consecuencia, algo util, es necesario estudiargerio.

Digresién acerca de los lugares de parada del vaeldRayleigh y de la dimensién
D=2

La combinacion de hipétesis, segun las cualdsiaidad global se anula mientras
que el principio cosmografico condicional siguende valido, excluye el antiguo modelo
de Fournier-Charlier; a primera vista, parece isgloomo si dicha combinacion contuviera
una contradiccion interna. Pero demostraré querngses si; la compatibilidad de estas
hipétesis sera ilustrada de entrada de un modoartifigial, dando un nuevo papel a un
ejemplo que tiene la ventaja de que el lector y@@$amiliarizado con él (lo hemos
utilizado ya en el Capitulo 3), y que es tambiély emtiguo, pues se remonta por lo menos
a Rayleigh 1880. Su defecto mortal es que no tieteedimension ni el grado de
conectividad exigidos por los hechos. Este modélseguido de otros mas realistas.

Supongamos que un cohete parte de un dufttpbdel espacio, en una direccion
distribuida de manera aleatoria isétropa. La distaantre1(0) y el puntd1(1), definido
por la primera parada despuédt®), sera también aleatoria, respondiendo a una
distribucion prescrita de antemano. Lo esencidaaerisma es que los saltos no toman
valores grandes sino muy de vez en cuando, de ouelta esperanza matematica del
cuadrado de la longitud del saltfl1(1) - I1(0)]?), sea finita. A renglén seguido, el cohete
vuelve a partir hacifi(2), definido de modo que los vectoiédl) —I1(0) yI1(2) —I1(1)
sean independientes y respondan a la misma disthitnlEl cohete sigue aad infinitum



Ademas, se puede determinar los lugares de pandeldoaesli(-1), I1(-2), etc., haciendo
actuar el mismo mecanismo en sentido inverso. [gaealicho mecanismo no hace
intervenir para nada el sentido del tiempo, bastetemar dos trayectorias independientes
a partir dd1(0). Una vez hecho esto, borremos los rastrodiresis dejados por los
cohetes, y examinemos el conjunto de los lugargmd®la sin tener en cuenta el orden en
que han ido apareciendo. Por la propia constructadecuencia de los lugares de parada
sigue la misma distribucion cuando se la examisd&eualquiera de log puntdgm). Asi
pues, este conjunto satisface el principio cosnimgréondicional, en un sentido
estadistico. Vamos a suponer que en cada lugaarddase ha «sembrado» un pellizco de
materia.

Si el vuelo se limita al plano (como en el Cdpif), el conjunto de lugares de
parada esta repartido casi uniformemente. De hethas saltos responden a una
distribucion gaussiana, el conjunto de los lugaegisface el principio cosmografico
universal. De cualquiera de las formas, el nUmertugares contenidos en una esfera de
radioR y centroll(k) tiene un orden de magnitud M&R) « R?. En el espacio, por el
contrario, lod1(k) se hallan repartidos tan irregularmente queesetiambiéM(R) < R?
en vez dM(R) x R®.

El valor del exponent® = 2, independientemente de la dimension del espaci
ambiente y de la distribucion de los salit{&) — I1(k — 1), es una consecuencia directa del
teorema del limite central clasico. Este afirma, quanda([(k) — I1(k — 1)), la
distribucion de la distancia recorridé(k) — I1(0), es asintéticamente gaussiana, sea cual
sea la distribucién exacta de los saligk) — I1(k — 1) yII(k) — I1(0). En el espacio se
deduce que la densidad media de los lugares esrpiopal aR ™ y tiende hacia cero
cuandoR — «. De hecho, si se elige el origen del sistema fdgarcia con una
probabilidad uniforme en el espacio, se puede dearague una esfera de radRdinito no
contendré ningun lugai(k). Asi pues, vista desde un origen arbitrario iséribucion de
los lugares es degenerada, excepto en casos debpicdd total nula. En resumen, el
principio cosmografico es aplicable para los lugate parada, pero Unicamente en un
sentido a la vez estadistico y condicional; magggmente, a consecuencia de (&)
crece mas lentamente gR& es necesaria la restriccién del principio cosrafigm a una
forma condicional.

El hecho de quili(R) crezca com®? concuerda con la idea de que, en uno de los
multiples sentidos formales de la palabra «dimensita dimension del conjunto de los
lugaresdII(k) es igual a 2. Sin embargo, el vuelo descrito andba procede por saltos
discretos y no puede por lo tanto tener homoteteana. Con objeto de poder aplicar el
concepto de dimension de homotecia, tal como loosesefinido anteriormente para la
curva de von Koch y el polvo de Cantor, es neceswter continua la variabkey al
mismo tiempo interpolar.

Cuando los saltos de un vuelo de Rayleigh soegi@nos, la interpolacion es
posible y conduce al movimiento browniano isétrdpsto puede hacerse por etapas, que
recuerdan las de la construccidén de von Koch, aequiuestro caso estén sometidas al
azar. En primer lugar se establecen las posicipaesk entero; después se interpola para
multiplo de 1/2, con lo que la trayectoria se aanrgasi sucesivamente hasta el infinito. En
el limite, el «salto elemental» enktg k + dk es una variable gaussiana de media nula y
variacion igual alk Sin entrar en detalles, digamos que el movimienbavniano es, en
efecto, homotético con dimension fradbak 2, tanto en el plano como en el espacio.
Resulta de esto que llena el plano de manera dewsiatras que deja el espacio



practicamente vacio.

Pero volvamos a una cuestion que ya planteamekaso de las aproximaciones
llevadas a un grado extremo, pero finitas, de $tiacde Bretafia: dado que el concepto de
dimensién implica un paso al limite ¢tiene algutiladad cuandd es discreto? Mi
respuesta, siempre por consideraciones referemaasaduraleza de la dimension fisica
efectiva, es una vez mas afirmativa.

Un concepto generalizado de densidad y una obsgnvacerca de la expansion
del Universo

Sin perjuicio de la estacionariedad condicioaalada parada de un vuelo de
Rayleigh se le puede asignar una masa elegidaglsagndo las distintas masas
independientes; si se quiere una «distribucionoumé>» se elegirdn masas iguales.
Analogamente, es comodo pensar que la trayectavariana tiene una densidad uniforme
d, si se cumple que la masa entre los puntos dene#@sk' y k es igual &k — k|.

Veamos qué implicaciones tiene esto bajo el pdateista de la expansion
uniforme que, segun Edwin Hubble ha demostrade,nigestro Universo. Se admite
habitualmente que dicha expansion parte de unaddehgniformes. Si el Universo esta
en expansion se modifica progresivamente, pero sin perder nimaaiformidad.
Generalmente, se cree que cualquier otra distdbuzambiaria con la expansion, pero
basta un solo contraejemplo para demostrar qumkes no son asi. Si se parte de la
distribucion browniana, la expansion tiene el misfexto que en el caso unifornae:
cambia, pero la uniformidad persiste. Por consigeidos lugares de Rayleigh son
necesariamente compatibles con la expansion dektsu.

El Universo sembrado: un nuevo modelo de la digtiién de las galaxias

El modelo browniano presenta, por lo menos, dogateristicas inaceptables en
cosmografia: es una curva continua, hecho que nmsadiesta en lo mas minimo en las
distribuciones estelares, y el valor de su dimen$)c= 2, es mayor que & ~ 1,3
sugerido por las observaciones. Por consiguieate, §alvar las virtudes del movimiento
browniano, incluida la invariancia frente a la exgian del Universo, habra que
modificarlo en algun aspecto esencial.

Lugares de parada de un vuelo de Lévy. Las galaxdasideradas como un polvo
fractal de dimension D < 2

La generalizacion que propongo sustituye el vdel®ayleigh por lo que yo llamo
un vuelo de Lévy. Este atribuye una probabilidadiespreciable a los valores muy
grandes de la distandiaentrel1(k) y I1(k + 1), de modo que la esperanza matematiép (
se hace infinita. Mas concretamente, para asequealos lugares de parada tengan
asintéticamente homotecia interna, basta con t&r{a>u) = u™; ésta es la distribucién
hiperbdlica que ya nos resulta familiar despuéssieldio de la distribucién de las
longitudes de las intermisiones en el Capituloadaljue se cumpla nuestra condicion de
que %) =, se ve facilimente que es necesario qud0<<2.

El grado de arracimamiento que se sigue de stlikistrado en las Figuras 106 a
111, que muestran, bien sea detalles que se verogacciones horizontales sin



perspectiva, o bien el mapa de la region «ecudsaredeste. A modo de comparacion, la
Figura 112 presenta una porcion del cielo verdadésualmente, el arracimamiento
correspondiente B = 1 es excesivo, mientras ge= 1,3 concuerda bastante bien con las
estimaciones de Gérard de Vaucouleurs.

¢, Cémo se podra explicar el conflicto entre estenglel D = 1 teérico?

La consecuencia principal de esta nuevaRe)>u) = u™" es la siguiente: tanto en
el plano como en el espacio Bk 1, vale también para la recta), la canti®¢R)) es
proporcional &°, siendo el cocient®l(R)/(M(R)) una variable aleatoria independiente de
R. En particular, y contrariamente a lo que se @astn el vuelo de Rayleigh, el
exponente de un vuelo de Lévy depende explicitaardmta distribucion de los saltos.
Esto se debe al hecho de que, cuattfo£ «, el teorema del limite central clasico deja de
ser valido, y tiene que ser reemplazado por ureteardel limite central especial, cuya
forma depende de la ley que rige los saltos. Htdigonstituye la version tridimensional de
una variable aleatoria «estable» en el sentidcadé [FEvy (Capitulo 14). El caso escalar
esta tratado en el volumen 2 de Feller 1966. ki tadimensional coD = 3/2 aparece en
fisica en relacion con el problema de Holtsmarggulido por Feller 1966 y por
Chandrasekhar 1943. La ley estable correspondadte 1 se denomina ley de Cauchy, y
de ahi el nombre «vuelo de Cauchy» empleado drigasas 106 y 108.

En resumen, gracias a la posibilidad de conttal&y que rige los saltos, nuestra
eleccion de la dimension resulta ser mas libreusele obtener el val@ = 1 o cualquier
otro valor sugerido por los resultados observadgsmna

Sin embargo, el modelo cosmografico que he basadd vuelo de Lévy no ha de
tomarse demasiado en serio; su principal virtucceaen el hecho de que da una
demostracion, a la vez simple y constructiva, dedcter no trivial de mi generalizacion
condicional del principio cosmografico.

P.S.Mi modelo ha resultado tener una segunda viraglcbrrelaciones tedricas
entre las densidades galacticas tomadas entrefugt8s del cielo, calculadas en
Mandelbrot 1975u, resultan sdénticasa las que obtiene Peebles 1980 empiricamente.
Véase también &.S.de la pag. 112.

Comparacion con los errores telefénicos

Si un vuelo de Lévy cob < 1 esta constrefiido a permanecer sobre una sesta,
lugares de parada se parecen al conjunto quedeatdrddo en el Capitulo 4, barajando al
azar el orden de las intermisiones de un polvoalgdt para el qug > 0. La diferencia
estriba en que las intermisiones del Capitulo duseden de izquierda a derecha, mientras
que las del vuelo de Lévy son isétropas: van al, @oa la misma probabilidad en ambas
direcciones. La razén por la que se ha tenido qaerhisétropa la construccion es
evidentemente que la idea de volar de izquierdarectia no es generalizable ni al plano ni
al espacio, al no ser éstos orientables.

Sin embargo, en el caso de la recta, en el dulegposibilidad de elegir entre dos
métodos, la construccion isétropa introduce coraplanes. En primer lugar, si el origen es
un punto del conjunto, los conjuntos de lugaresattstisa positiva o negativa son
independientes en el vuelo de izquierda a dergrera,no lo son en el caso de vuelo
isétropo. En segundo lugar, en un vuelo de izqaierderecha cada salto es idéntico a una



sola intermision. Por el contrario, un vuelo isptroruelve constantemente hacia atras, para
posarse en medio del intervalo correspondientesalio anterior; por consiguiente, casi
cada intermision resulta de la interseccion deogasaltos. Sin embargo, debido a la
homotecia interna global, la ley que da la longdleduna intermision conserva la forma
hiperbdlica.

Hay otra complicacion debida a lo mismo: recordgigue con objeto de establecer
la tendencia al «arracimamiento jerarquico», elitDép4 introduce los intervalos llamados
«Up-rafagas», que separan saltos de longitud mayoug& la construccion de izquierda
a derecha, esta excluida la posibilidad de quedfagas tengan puntos comunes. En la
construccion isotropa, dicha posibilidad no queddueda, pero se demuestra que su
probabilidad sigue siendo suficientemente pequefanto mas cuanto menor@spara
que se pueda hablar también de rafagas jerarqsizada

Universos fractales obtenidos por aglutinacionesesivas

Volvamos ahora a un punto de vista mas fisic@ panalar que numerosos autores
han dado una explicacion diametralmente opuestala Hoyle para la formacién de las
estrellas y los otros objetos celestes. No invarencascaddescendenteesto es, la
fragmentacion de masas muy grandes y muy difusps@gizos cada vez menores, Sino una
cascadascendentea saber, la aglutinacion de un polvo muy disperspedazos cada vez
mayores. El problema —que volveremos a tratar emoshento oportuno— se parece
mucho al que plantean las cascadas en la teolé&atadidulencia. Ahora bien, en este ultimo
dominio los resultados mas recientes sugierendaistencia de ambos tipos de cascada; se
puede pues esperar que la disputa confusa entpattidarios de la fragmentacion y los de
la coagulacion sea resuelta en un futuro no mayndéej

P.S.El estudio de los agregados fractales se ha cithwe&n un campo muy activo
a partir de 1982.

LAMINA 104. El universo segin Fournier D’Albe
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FIGURA 104
Parafraseando la leyenda del original, en Foufri87: «Este diagrama describe un
multi-Universo basado en un principio cruciformeataédrico. Aunque no sea el esquema
ni del inframundo ni del supramundo, el esquematiepor cuanto demuestra que puede



haber una jerarquia infinita de universos homatét&n que “el cielo esté en llamas”. Si
las menores cruces visibles representan los atdeiosframundo, la figura rodeada por el
circulo a representara una estrella del inframuastm, es, un atomo del nuestro. El circulo
A correspondera a una estrella de nuestro munditoge representara una
“superestrella’.

LAMINA 106. Un universo sembrado de Mandelbrot, de arracimatoiemedio. D
=1






FIGURA 106
Los diagramas A y B de la figura 106 ilustrasilaulacion por ordenador de un
vuelo de Cauchy, y la utilizacién del mismo pargeasrdrar un Universo «sembrando» un
punto en cada parada.
A es una sucesion de segmentos de recta, deidimas6tropa —todos los angulos
tienen la misma probabilidad— y de longitud segiiddnsidad de probabilidad’, que
corresponde B = 1. A la escala de reproduccién de esta figosaseégmentos engendrados
son en su mayoria demasiado pequefios para sdesj®h otras palabras, alla donde se ve
gue se unen dos segmentos visibles, no se tiepania aislado sino un pequefio circulo de
puntos.

En B se han borrado las lineas generatricesg lcg@r de parada esta representado
por una «galaxia». Por construccion, si la distitn de las galaxias se examina desde una
de ellas, la distribucion de las otras es, desgermo de vista estadistico, exactamente la
misma. En este sentido, se puede ,considerarnggitente que cualquier galaxia es el
«centro del mundo». Eso es lo esencial del «primcpsmografico condicional» propuesto
en el presente Ensayo. Asi pues, el diagrama géetaqui presenta claramente la validez
de dos de mis principales temas fractales: a) mcipio condicional es perfectamente

compatible con un arracimamiento de aparienciagaréa y rico en niveles, y b) este
arracimamiento y una gran variedad de otras corggyones de toda clase se pueden
manifestar en un objeto en el que nada de estaltsa mtroducido adrede. El grado de
arracimamiento que corresponde a la dimenBiénl puede ser considerado Gtiimente
como «medio», siendo los correspondientBs>al (Figura 110)y ® < 1,
respectivamente, superior e inferior a la «media».

LAMINA 108. Vista lateral del mismo universo sembrado (D = 1)



A.I'

fl

Bl




FIGURA 108
Precisemos mas la figura anterior indicando guieada de un diagrama espacial
que se habia proyectado sobre el plDg siendoO la esquina inferior derecha, y estando
Ozdirigido verticalmente y orientado hacia arridaag secuencias de las figuras nos
obligan a utilizar los ejes de coordenadas no halas).
Los diagramas A'y B' de la figura 108 son las/pcciones correspondientes al
planozOx dondeO es ahora la esquina inferior izquierd®ysigue siendo vertical. Este
arreglo pretende ayudar al lector a formarse uea @l caracter espacial de la
distribucion. Ayudandose de la comparacion de A,yeNector vera como el enorme
super-super-cumulo, especialmente rico en nivel@squicos, que constituia B, resulta
haber sido provocado en buena parte por un efecpeigpectiva, y que en B' se resuelve
en un objeto bastante mas difuso. Lo mismo ocumesa «nucleo», que en B parecia
compacto pero que en B' estd mas desecho, endaipfarior derecha. Por el contrario
otros cumulos se aglutinan.

LAMINA 110. Un universo sembrado, de arracimamiento inferida anedia. D =
15






FIGURA 110
Esta figura representa (como en las figuras @né=) los saltos y los lugares de
parada de un vuelo isétropo cuyos saltos respoadeeistribuciérPr(U>u) =u™*>. La
semilla de simulador pseudoaleatorio no se ha @bl la simulacion consiste en
acortar los largos segmentos interestelares, alel@ma la potencia 2/3. Esto los acorta
tanto mas cuanto mayores eran. Ademas, como hesoogido la escala de la figura de
modo que llenara el espacio disponible, los segmsentenores se han alargado
automaticamente. Esta operacion disminuye en geahda la intensidad del
arracimamiento, es decir, no so6lo disminuye laspén entre los camulos sino también
el nimero de niveles jerarquicos aparentes. Pameleesidades de aplicacion a la
astrofisica, no cabe duda de que se ha ido denodsiag en el sentido de que todo parece
indicar que la dimension de las distribucioneslasts esta entre 1y 1,5.
P.S.En 1984 la mejor estimacion dba~ 1,23.

LAMINA 111. Zona ecuatorial de un universo sembrado, vista eésdierra y
desde el «Centauro»






FIGURA 111
Esta figura parte de un conjunto de puntos ge@é&nerado por el mismo
procedimiento que los camulos aislados represesataddas figuras de la 106 a la 110. Sin
embargo, la dimension &= 1,2. Mas importante aun es que aqui se puedenzemisma
estructura global, proyectada sobre dos esferastesldistintas. El centro de la primera es
(pongamos por caso) la Tierra, mientras que elcelet la segunda lo podemos llamar «el
Centauro», pues es la centésima estrella en eh aieléa construccion. En la préctica solo
se han podido representar las zonas ecuatoriales.

LAMINA 112. La distribucién de las galaxias verdaderas
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FIGURA 112
Esta figura se refiere a los principales gruppgalaxias cuya distancia a la Tierra



es inferior a 16 megaparsecs, y muestra como hagaratido genérico entre la realidad y
el modelo descrito en el texto. Visto de cercgagécido resulta menos sorprendente
(véase eP.S.).Esta gréfica se ha reproducido, con la autorizedé editor, de la obra
Introduction a la Cosmologide Jean Heidmann, © 1973 by Presses Universitdées
France.
P.S.La anterior figura 111 muestra cobmo mi modelo dé/erso sembrado da
lugar inevitablemente a grandes vacios. Los astndsane han comunicado
inmediatamente que este es el caso, en efectda conca salvedad de que el tamario de
los vacios de la pagina 111 es excesivo. En ladi@d3 se vera como me las he arreglado
para obtener un modelo fractal menos «lagunoso».



Capitulo 7
Modelos del relieve terrestre

Ahora que ya conocemos mejor el movimiento brawoiordinario, vamos a pasar
a los vagabundeos sin bucles, a los que les estiébmto —por definicibn— pasar mas de
una vez por un mismo punto. Nos serviran de trarsitacia las curvas brownianas
fraccionarias, que simplemente tienen una tendenc@volver atras. Examinaremos
finalmente las superficies brownianas, primerool@narias y después las fraccionarias,
gue nos proporcionaran un modelo de todo el reliewestre, y nos permitiran representar
las costas.

Preliminares: vagabundeos sin bucles. Efecto deyNefécto de José

Para empezar, dado un enrejado de puntos, ¢anel p en el espacio (por ejemplo,
aquéllos cuyas coordenadas son todas enteros)demraos el vagabundeo que pasa de
uno de estos puntos hacia uno de sus vecinos dscalghzar, de manera que aquéllos que
no han sido visitados aun tienen la misma proludilide serlo en el instante siguiente, y
los otros tienen probabilidad nula (estan excldidés el caso degenerado de la recta, este
vagabundeo continda indefinidamente en una u ateaaion sin invertirse jamas. Pero en
los casos no degenerados del plano o el espagml@ema es muy interesante y muy
dificil. Su importancia practica en el estudio dg polimeros es, sin embargo, tan grande,
gue ha sido objeto de simulaciones muy detalladas.

El resultado que nos interesa es el siguientéddexa Domb 1964-65 y descrito por
Barber & Ninham 1970. Después de n pasos, la noedidratica del desplazamierges
del orden de magnitud ceelevado a la potencial2/ Esto sugiere claramente que en un
circulo o una esfera de radRmalrededor de un sitio, debe esperarse encontrar
aproximadamentB® sitios méas. jQué tentador es sacar la conclugdyue est® es una
dimensidn! Sus valores son los siguientes: parecka,D = 1; para el pland) = 4/3; para
el espacio ordinarid) = 5/3; y por fin, en un hiperespacio cuya dimengiénda hacia
infinito, el riesgo de que se forme un bucle diamayD - 2.

Parece una coincidencia quéef 4/3 correspondiente al plano represente los
datos de Richardson para las costas mas accidenieléodas formas no hay por qué
insistir mas en ello, pues, en el caso de vagalmsnsia bucles, el principio cosmogréfico,
sobre cuya importancia ya hemos insistido bastantparece ser aplicable bajo ninguna de
sus formas.

Comparemos, sin embargo, el comportamientel@@® para un vuelo de Lévy y
para un vagabundeo sin bucles. La forma analitida misma, pero las razones en las que
se basa son sumamente diferentes. En efecto, lel ded¢.évy procede por saltos
independientes, B < 2 se debe a la presencia ocasional de valorgggrandes separando
los distintos racimos. En un paseo aleatorio sgidsuos saltos tienen una longitud fija, y
D < 2 se debe a que, por el mismo hecho de evdardsiciones ocupadas con
anterioridad, el movimiento adquiere una especipalsistencia.

Mi texto inédito acerca de |&rmes Nouvelles du hasard dans les Sciences
(retomado en parte en Mandelbrot y Wallis 1968 Wiamdelbrot 1973), bautiza estas



causas con los nombres de Efecto de Noé y Efeclosie respectivamente, honrando asi a
dos héroes biblicos, el del Diluvio y el de lagesieacas gordas y las siete vacas flacas,
respectivamente.

Vale la pena tomar en serio la historia bibliealdsé. No cabe duda de que se
refiere a un acontecimiento real, esto es, a un@ de crecidas y estiajes del Nilo, pues los
niveles del Nilo son extraordinariamente persiggny lo mismo ocurre con muchos otros
rios. Hay que sefalar este fendmeno porque vamtilizar largamente la descripcion
matematica que he dado de él en Mandelbrot 196&bnymas detalles e ilustraciones, en
Mandelbrot y Wallis 1968. Consiste en represemtsirindas anuales del Nilo mediante los
crecimientos de un cierto proceso estocasticosquabtiene modificando el movimiento
browniano escalar de la Figura 71, para suavizahiacerlo menos irregularcualquier
escala La intensidad del alisado, y por ende la de taigencia de los crecimientos,
depende de un solo parametro; para el procescspornidiente al valdd de este parametro
he propuesto el nombre devimiento browniano fraccionarigue se denotara pBr(t).

Por convenio, el valdd = 0,5 corresponde al caso clasico, en el que nainguna
dependencia, mientras que la persistencia aumergeegivamente a medida gdecrece

de 0,5 a 1. Asi pues, las riadas anuales del tlile estdn muy lejos de ser independientes,
pueden ser representadas por los crecimientoseand@lun movimiento browniano
fraccionario de paramettd = 0,9. Para el Loird;l esta mas cerca de 0,5; para el RHir,
0,5, salvo errores.

Todo esto es apasionante, pero no constituyejo&sna preparacion para el
estudio de las curvas en el plano. Alli tambiénmagsnable tratar de generalizar el
movimiento browniano de modo que su direccién @eagbersistir, sin perder su caracter
de curva continua. (El Capitulo 6, muy al contraitiata de romper la continuidad sin
introducir la persistencia). Esto equivale a bustaida obligacion, sino simplemente la
tendencia, mas o0 menos intensa, a que la traya@wite intersecarse a si misma. Si se
quiere, ademas, conservar la homotecia interna -eg@nes regla en el presente Ensayo—
lo mas sencillo sera que las dos coordenadas sstéetidas a movimientos brownianos
fraccionarios, estadisticamente independientesiyetmismo pardmetrd.

Las Figuras 124 a 126 representan tres ejemplasidas obtenidas de esta
manera. Si hubiéramos dibujado cada una de lasleoadas en funcién del tiempo, su
forma habria diferido poco de la de la Figura 5iéntnas que en dos dimensiones el efecto
de la eleccion del es incomparablemente mas acentuado. Para el gramado (Figura
124)H toma el valor 0,9, que ya hemos dicho que exgli¢gfecto José para el Nilo. Al
tener asi una tendencia muy fuerte a continuavalygier direccion en la que se haya
metido, se ve claramente cOmo nuestro punto saakfmucho mas rapidamente de lo que
lo haria con un movimiento browniano normal; pdéw,etonsigue evitar los bucles muy
visibles. Hasta tal punto que —volviendo a una tdesliscutida en el Capitulo 2—
nuestra curva dargpriori una imagen muy razonable de la forma de las costass
irregulares.

Esto lo confirma ademas el valor de la dimengiactal: laD del movimiento
browniano fraccionario plano esHL/Con ello resulta ser mayor o igual que 1 —como ha
de ser, intuitivamente, para una curva continua€emas, el caso llamado «persistente»
conH > 1/2 da un® inferior a 2, lo que intuitivamente concuerda t&nlcon el hecho de
gue dicha curva recubre el plano de una manerasragmsa que el movimiento browniano
ordinario. Asi pues, en el caso especifico dedarai 124, se tiene = 1/0,9 = 1,11. Para
trazar las Figuras 125 y 126, se ha cambkdoonservando la semilla de generador



pseudoaleatorio ya utilizada en la Figura 124. gsteedimiento subraya el aumento
progresivo de la irregularidad, que es consecuatecla disminucion del; se ve también
como la tendencia a evitar los bucles se debiliteedida qué aumenta. Por consiguiente,
nuestra busqueda de un modelo de costas no haselonaln; la reanudaremos dentro de
unos instantes.

Sefialemos que el movimiento browniano fraccianescalar puede definirse
también para 0 & < 0,5, pero una curva cuyas dos coordenadas Esnftaciones se
difundemas lentamentgque el movimiento browniano usual, volviendo cangtmente
sobre lo andado, y cubriendo el plano repetidasstzgcomo en el casb= 0,5, la
dimensidn fractal toma el mayor valor concebibleekplano, esto ef) = 2.

Modelo browniano del relieve terrestre y estructdealas costas oceanicas

Veamos donde estamos: hemos fracasado ya ur pacds en la busqueda de un
atajo que nos permitiera representar una costasactuparnos por el relieve. Ya es hora
de darse cuenta de que esta esperanza no erahigzgnde atacar el problema de las
costas junto con el de todo el relieve en su caajudentro de poco construiremos un
modelo que genera superficies estadisticamentéddéra la representada en la Figura
128, pero tenemos que dar antes un ultimo rodeo.

Como sabemos de sobra las dificultades que plambs bucles, abordaremos el
problema del relieve a través de unas curvas @afsiitas, que no puedan tener ninguno.
Si no tenemos en cuenta los salientes rocosogomygndra utilizar los cortes verticales.
La leyenda de la Figura 71 hace notar que un pasatorio escalar ya da una idea de la
forma de dichos cortes, una idea grosera, claé psto que no es en absoluto
descabellada como primera aproximacion. ¢ No tamddaen nuestra caja de herramientas
de constructores profesionales de modelos, unafgl@ealeatoria cuyos cortes verticales
fueran movimientos brownianos? Hasta ahora no digpmos de esta herramienta en
nuestra caja, pero yo propongo que la introduzcaseosata de la funcion browniana de
un puntoB(P), tal como se halla definida por Lévy 1948. Sweimwor ha sabido describir
maravillosamente sus principales aspectos, sinrhpaukdo (¢,0 sin haber querido, quiza?)
dibujarla; pero para aplicarla a casos concre®ageesario hacerse una idea intuitiva de
ella. Estoy convencido de que el dibujo abajo deidgara 130 (inferior derecha) de este
Ensayo es la primera muestra publicada de la misma.

Primera constatacion: su parecido general cenparficie de la Tierra es real pero
grosera, todo lo mas es aproximado; sin embargoaniona a analizar mas de cerca hasta
gué punto hemos progresado en el estudio de léssonseanicas, definidas como las
curvas formadas por los puntos que se encuentraueildel mar. La figura 132, en la
parte superior, nos presenta una grafica obtemdsst modo; nos dan por fin el ejemplo
tan buscado de curva carente practicamente degdabdes que, por una parte, tiene una
dimensién fractal superior a 1, y que, ademasremserda algun lugar del globo terrestre.
En este caso concreto, la dimensién es 1,5, yalicgrnos recuerda mucho al norte del
Canada, las Islas de la Sonda (el parecido aurseb#ga el nivel del mar, con lo que las
islas se empequefiecen) o incluso (si el mar bagaadd® al mar Egeo.

El modelo es aplicable también a otros ejempgles) los datos de Richardson
sugieren en general udamenor que 1,5. Es una pena, puesto que el v@ldrubjera sido
facil de explicar: en efecto, en 1975b demostrélgdiencionB(P) es una excelente
aproximacion para el relieve, el cual habria sidgemdrado por una superposiciéon de fallas



rectilineas independientes.

El modelo generador es el siguiente: se partedaneseta horizontal, se la rompe
a lo largo de una recta elegida al azar, y sedotre una especie de acantilado, una
diferencia de nivel aleatoria entre ambos ladoa diectura; después se vuelve a
comenzar, y se continua indefinidamente. Al procedé se esta generalizando al caso del
plano la construccion de Poisson indicada al filedla leyenda de la Figura 71. Se ve como
el razonamiento comprende por o menos un aspecto elolucidn tectdnica, y cOmo nos
lleva a afiadiB(P) a la lista de los azares primarios que hemos otade en el Capitulo 3.

Sin embargo, al hacer esto, hemos de renuncdaragpecto que hasta el momento
habia sido caracteristico de estos azares, a $ali@tependencia de sus partes. La
discusion de este punto es inevitablemente técpidabe ser considerada como una
digresion. Consideremos dos puntos, uno al EsteoyabOeste de una seccion Norte-Sur
del relieve. Esta claro que el conocimiento deével a lo largo de la seccion reduce la
indeterminacidn que existe en lo referente al pdetdste. Ahora bien, se puede
demostrar que dicha indeterminacion disminuye témbi se conoce el relieve en el punto
del Oeste. Si, por el contrario, la indeterminagidrhubiera sido afectada, el probabilista
habria dicho que el relieve es markoviano, cosehqbeia expresado una cierta
independencia entre las pendientes de uno y atooda la linea Norte-Sur. (Para el tipo
irregular de superficies que nos interesan aqudgla de pendiente es peligrosa; pero aqui
no hay ningun inconveniente en dejar este puntuspenso). La influencia del relieve del
Oeste sobre el relieve del Este expresa que etpoagenerador manifiesta inevitablemente
una fuerte dependencia global.

Modelo browniano fraccionario del relieve

Desafortunadamente, repitamosld)eajue se observa para las costas es en general
distinto de 1,5, y ello nos obliga por lo tantorageguir nuestra busqueda si queremos un
modelo que tenga una validez mas general. Hembesi®r incluso en una direccion no
habitual, pues en el Capitulo 2 me esforzaba persguaceptara qizhabia de ser
superior a 1, y de ahora en adelante, necesitaaueslt descender por debajo de 1,5. Para
tener costas menos irregulares, nos hacen faltdo panto, cortes verticales menos
irregulares. Afortunadamente, las secciones amésride este capitulo nos han preparado
bien para esta contingencia, pues dos posibilidsalésn a la vista.

En primer lugar, para tener un modelo de losesoverticales, basta sustituir la
funcién browniana usual por un ejemplo apropiadtadevariantes fraccionarias
introducidas mas arriba. En efecto, hay superfigieatoriaB3y(P) cuyos cortes verticales
son funcione8y(t). Ademas, he puesto a punto unos algoritmos gumiten simularlas
en un ordenador. La superficie tiene por dimen8ié61H, y sus secciones planas —entre
las que se cuentan las costas, las otras curvaseale/ también los cortes verticales—
tienen dimension 2 H todas ellas. No hay ya pues ninguna dificultac péatener
cualquier dimension que los datos empiricos quieragir. Si se prev® = 1,3, entonces
seraH = 0,7, valor que justifica nuestra Figura 128.0Pss conocen también ejemplos en
los queH y D toman valores préximos a 1 (nuestra Figura 13iérda, recuerda la forma
de los grandes macizos montafiosos), y ocurre & eml es casi 0 Y casi 2 (nuestra
Figura 130, superior derecha, recuerda las llaraltagales inundadas). Asi pues,
volviendo a la imagen ya utilizada de la caja dedmientas de confeccionar modelos,
vemos como todas las funciorl®gP) han de tener un lugar en ella.



Segunda posibilidad: partamos de la construcded(P) como superposicion de
fallas verticales rectilineas, y acepillemos cadia fde modo que su pendiente aumente y
disminuya de manera progresiva. Es posible ob®#(#) de esta manera, pero solo a
condicion de imponer que el perfil de la falla temma cierta forma muy especifica, y de la
gue no es necesario decir gagriori, no es demasiado natural. Es decir, que la tezoni
imaginaria subyacente no es ni muy convincenteuy explicativa.

A modo de digresidén, vamos a esbozar distintaizfis susceptibles de efectuar la
accion uniformizadora que se traduce en el aunumith Con la esperanza de explicar la
persistencia «josefina» de los niveles de los lbssingenieros comenzaron por tener en
cuenta el agua que pueden almacenar los deposaitorsies de una temporada a otra; se
esperaba, por lo tanto, que las descargas anwalas o variaran mas lentamente que lo
predicho por la hipétesis de independencia. Noaoibst pude demostrar que la
acepilladura de las cronicas implicada por esteaiosimplificado es en exceso
exclusivamente local. Si se tiende a invocar taleszas uniformizadoras para explicar el
modelo browniano fraccionario, seran necesariagan nimero de acepilladuras
sucesivas, de escalas diferentes. Se podria,gopkg, representar el nivel del Nilo como
una superposicion aditiva de toda una serie deeposcindependientes; primero un azar de
orden uno, que diese cuenta de los depdsitos fegya citados), que no comportase mas
gue interacciones de un afio para otro; a contibnaan azar de orden dos, que se
calificaria de microclima, y que variase mas lemata aun; luego un clima variable, y asi
sucesivamente. Desde el punto de vista purameaiedehay que seguir asi hasta el
infinito; pero el ingeniero se detendra en las lescade tiempo del orden de magnitud del
horizonte (siempre finito) de un proyecto de cdndlas aguas.

Volviendo ahora al relieve, hay que empezar dé@doenta (ya era hora) de que es
inconcebible que los modelos brownianos funciorien globalmente, por la sencilla razén
de que la Tierra es redonda. Es cierto que Lévpidebmbién una funcién browniana
sobre la esfera, pero parece ser que tampoco ng&ene. P.S Véase sin embargo
Mandelbrot 1977f y 1982f). Lo mejor es, pues, dets@ en las escalas intermedias,
admitiendo que las diversas acepilladuras sufpdal relieve en el curso de la historia
geoldgica tienen unas escalas espaciales cuyo mm&dmesponde al orden de magnitud de
los continentes. Si se pensara que toda la Tierragsponde a un Unico valor Hey deD,
habria sido necesario afiadir que las intensidad@$vas de las distintas acepilladuras
tienen un caracter universal; pero si se admiteifdemodo mas realista) qtevaria de un
lugar a otro, estas intensidades relativas tendidanbién, un caracter local.

Superficies proyectivas de las islas

Un nuevo test de la adecuacion del modelo brawnigaccionario se obtiene al
comparar las distribuciones tedrica y empiricaagdesliperficies proyectivas de las islas del
océano, es decir, de las superficies medidas desjguld proyeccion sobre una esfera
terrestre ideal. Esta definicion complicada esitable, pues no hay ninguna duda de que,
exactamente igual que ocurre con el perimetro dasla, su verdadera superficie es
infinita (o, si se prefiere asi, depende del patt®émedida), mientras que la superficie
proyectivaS no plantea ningun problema conceptual. Ademadistabucion de superficies
relativas salta a la vista cuando se mira un megpajcluso mas evidente que la forma de
las costas (pensemos en el mar Egeo). No es pymersdente que se haya hecho un
estudio estadistico del caso; se encuentra gusttibdcién deStiene una homotecia



interna, en otras palabras, es una distribuciéerbiica:Pr(S>s) = s ©. Korcak habia
sacado la conclusion precipitada de Bue 0,5, pero yo encontré que era necesariB un
mas general. La simplicidad del resultado de Kotieako la atencion de Maurice Fréchet;
al escucharle se me ocurrié que para explicarrestdtado seria suficiente con que el
propio relieve tuviera también una homotecia irdeidea que acabo por conducirme al
modelo browniano fraccionario del relieve.

Dicho modelo prevé queB2=D =2 —H. SiH es muy proximo a 1, las areas son
muy desiguales, en el sentido de que, por ejertpl)? isla tiene una superficie casi
despreciable en comparacion con la de la isla magodesigualdad disminuye céh
Observemos que 8 correspondiente al relieve fractal ddr= 0,7 cae cerca de los datos
empiricos relativos al conjunto de la Tierra.

El problema de las superficies de los lagos

Los autores que han examinado las areas dddashasn hecho naturalmente lo
mismo con los lagos, y sus resultados merecen &mserr estudiados. Resulta que la ley
hiperbdlica da una representacion tan buena comsogbaaso de las islas. Por
consiguiente, un analisis superficial podria lleesra la conclusion de que no hay nada
nuevo. Sin embargo, si se reflexiona acerca depesbdema, esta nueva confirmaciéon
parece demasiado buena para ser creible, pueiniide de un lago no es ni con mucho
tan simétrica como la de una isla oceanica. Misrgtee estas Ultimas las hemos podido
definir de manera que haya una en cualquier lugadel el relieve lo exija, la presencia de
un lago depende de muchos otros factores: por &estglo queda retenido por su fondo si
éste es impermeable, y su area (pensemos en &llivato o en el lago de Chad) varia con
la lluvia, el viento y la temperatura ambiente. Ades, los sedimentos de los lagos afectan
el terreno, suavizando su forma. El hecho de ghenaotecia interna sobreviva a todas
estas influencias heteréclitas merece, por coreigej una explicacion particular. Un
pesimista se inquieta ante estas dificultades,gmeltssi no estan adn a tiempo de volverse
atrds y poner en duda algunos de los resultadesidbs, como el referente a las islas; por
el contrario, un optimista (como yo) saca sencilata la conclusién de que todas las
influencias, aparte de la del relieve, parecercgempletamente independientes de la
superficie. (En efecto, el producto de un multigaido aleatorio hiperbdélico por un
multiplicador casi completamente arbitrario resstatambién hiperbdlico).

Es de esperar, de todas formas, que algunos r@tesse interesen algun dia por
la estructura de los fondos, aunque sélo sea paese browniandd = 0,5.

Modelo fractal de las orillas de una cuenca fluvial

Gran parte de lo que se dijo en el Capitulo 2cacde las costas ocednicas se aplica
también a las orillas de un rio. Sin embargo, Eagia solo puede ser aproximada. En
efecto, habiamos sustituido la instantanea de osta,cque varia con el viento y las
mareas, por la curva de nivel cero, que esta caarpente definida por el relieve. No se
puede hacer nada parecido con la orilla de urési@ no so6lo es funcion del relieve, sino
también de la porosidad del suelo, y de la lluve lyuen tiempo, no soélo en el instante de
la observacion, sino a lo largo de todo un peribeltiempo muy dificil de determinar. Sin
embargo, a pesar de esta cruel falta de permanérssistemas fluviales, al igual que los
lagos, resultan tener algunos aspectos muy sistareag no podria ser que, exactamente



igual que la distribucion de las superficies delég®s imita la de los fondos del relieve, el
sistema fluvial imite los caminos que sigue el agpiare un terreno lo maximo de
accidentado posible, exactamente después de uarchap Creo que las cosas son
efectivamente asi, pero mi razonamiento no pues@raglarse aqui. Contentémonos con
esbozar (Figura 134) la mas simple de dichas cuese

LAMINA 124. Vuelo browniano fraccionario muy persistente

FIGURA 124
Este dibujo constituye un ejemplo de curva flactan homotecia estadistica

interna, cuya dimension &= 1/0,9 = 1,1, y en la que la tendencia a la faiorade

bucles —sin estar prohibida— estd muy amortiguadaaberle impuesto un grado de
persistencia muy alto. En esta figura, y en lagieiges, los distintos grados de persistencia
son mucho mas aparentes que lo que habrian sigihficas que representaran la variacion
de las coordenadas escalares en funcion del tiegpmo considera estas curvas como el

resultado de superponer convoluciones grandes ameslly pequefias, en el caso que nos



ocupa la intensidad de las ultimas es tan débikqueapenas visibles.

LAMINA 125. Vuelo browniano fraccionario medianamente persigten

D~ 1,43 *

¥
4

FIGURA 125
Partiendo de la figura anterior y sin cambiasdenilla del simulador
pseudoaleatorio, hemos aumentado la dimension bastd/0,7 = 1,43. Esto equivale a
decir que, sin cambiar ninguna de las distintay@iciones, hemos aumentado la
importancia relativa de las pequefas y (en meraatajrde las medianas. Por esta razén, la
tendencia a la formacion de pequefios bucles estasv@nortiguada, y resultan mucho
mas manifiestos. Sin embargo, la forma generalazdinte se reconoce aun sin dificultad.



LAMINA 126. Vuelo browniano fraccionario apenas persistentégmmo a un
vuelo browniano)

FIGURA 126
Aqui, siempre con la misma semilla, la dimenséra aumentado hafla=
1/0,53, un poco menos de 1,9: se nota la proximightimiteD = 2, que como ya
sabemos corresponde al movimiento browniano nofamaél limiteD = 2, se obtendria un
modelo matematico del proceso fisico de la Figutadbnde las distintas convoluciones
que se le afiaden tienen todas la misma importaslaiiva («espectro blanco»), por lo
menos en media, puesto que el detalle cambia adodaumuestra considerada. Por
ejemplo, la «deriva» de baja frecuencia que donasinab figuras en el caso Bepréximo a
1, tiene una intensidad muy variable cuabdge aproxima mucho a dos; con la semilla
utilizada aqui, la deriva es casi invisible; peococurre lo mismo con otras semillas. Por
ejemplo, podria ser que, hasta pareercano a 1 la deriva sea mucho mas fuerte glee en
Figura 57; en este caso, sigue siendo manifiestadoD se acerca a 2.

LAMINA 128. Vistas de un continente imaginario






FIGURA 128
Yo estaba buscando un modelo de la forma deoktas naturales, y era de esperar
gue al mismo tiempo serviria para representatieveeterrestre y también la distribucion
de las superficies de las proyecciones de lassslae la esfera terrestre. Con este objeto,
propuse una familia de procesos estocasticos queraye superficies aleatorias; dicha
familia depende de un parametro que se puede esadyjeariamente y que no es otra
cosa que una dimension fractal. Esta figura prasdinersos aspectos de una muestra
caracteristica, realizada con el ordenador, pagadase ha elegido el parametro de modo
gue la dimensién de las costas, asi como la deolbss meridianos, s&a= 1,3. Se deduce
de ahi que la dimensién de la superficie sea ah2@®, de donde se tiene que la verdadera
superficie de la isla es infinita, aunque su sugierproyectiva sea finita y positiva.
Para evaluar el grado de realismo del modelaiest®n, he llevado a cabo
distintas pruebas estadisticas «cuantitativas»ag etlas han sido «positivas», pero en mi
opinidn esto no es lo mas importante, pues laadlde un modelo cientifico nunca es, en
Gltima instancia, una cuestion de estadistica.fert@ cualquier prueba estadistica se
limita a un pequefio aspecto de un fenbmeno, meqgtra lo que se pretende de un modelo
es que represente una multiplicidad de aspectdesdpie dificilmente se podria adelantar
una lista medio razonable. Para un gedémetra, larmpejieba es, en ultima instancia, la
sensacion que el ojo transmite al cerebro. Lasogiiflibujadas con el ordenador son una
herramienta insuperable para este fin.

En la Figura 128 se ven diversas vistas de 4m# igue corresponden a distintos
niveles del océano (el procedimiento grafico engdesolo es Gtil bajo esta forma); creo
que todas tienen un cierto aire realista, y hasiaiezo a preguntarme en qué lugar, o en

gué pelicula de un viaje, he visto otra vez landtde las vistas, con unos islotes como
éstos al final de una peninsula como la de laggaRara colmo de suerte, el procedimiento
gréfico elegido hace que, en el horizonte, el ooéhinla impresion de espejear.

LAMINA 130. Vistas de continentes imaginarios






FIGURA 130
Para ver si el 0jo es tan sensible como digodini@nsionD de las costas,
repitamos el mismo test visual de la Figura 128«ielas» fractales de otras dimensiones,
pero construidas con la misma semilla de genenggkardoaleatorio. En relacion a la isla
de la Figura 128, se observan diferencias condts@n la importancia relativa de las
convoluciones grandes, medianas y pequenas.
El valor browniand = 1,5 se halla ilustrado arriba a la izquierda.
Cuandd es demasiado préoximo a 1, arriba a la derechaplo®rnos de las islas
son demasiado regulares, y el relieve presentasiadses caras planas inclinadas. Cuando
D se acerca demasiado a 2, abajo, para dos nividesntes del Océano, los contornos de
las islas son demasiado tortuosos, el relieve tiengasiados picos y abismos al
considerarlo en detalle, y es demasiado plano eorgunto. (Cuand® tiende hacia 2, la
costa tiende a llenar todo el plano).
No obstante, hasta las islas que correspon@enr &,3 yD < 1,3 nos hacen pensar
en algo real; queda pues claro que la dimensiatairdel relieve no es la misma en todas
partes; pero rara vez es menor que 1,1 o mayot ue
P.S.El valorD = 1,3 invocado por las Figuras de la 128 a la $82ybtuvo
comparando imagenes que carecian de detalle —dalédionperfeccion de los medios
graficos de 1974—. Posteriormente, la mejora dgilaBsmos ha conducido a disminuir el
valor deD, cosa muy afortunada, pues la Figura 41 sugeléaegamenores que 1,3.
P.P.S.\Voss 1985 describe y compara diversos métodogtesis grafica de
paisajes fractales.

LAMINAS 131 y 132.Costas imaginarias



.‘1

FIGURA 131

s FIGURA 132
Las indicaciones de los relieves anteriores séirooan al mirar los siguientes
mapas de costas (dibujados por medio de otro pragoe ordenador). Cuan@otiende a
2, la costa tiende a llenar todo el plano, commutaa de Peano. Cuandotiende a 1, la
costa se hace demasiado regular para ser Utilagraféa. Por el contrario, pabaproximo
a 1,3, es dificil examinar estas curvas artifigam tener la sensacion de que se esta
mirando un atlas: la isla superior recuerda Graowtiég dandole un cuarto de vuelta (de
modo que los numeros de las paginas queden adahdgyr la isla de la izquierda nos
recuerda Africa; dandole media vuelta, el conjurds recuerda Nueva Zelanda, con la isla
Bounty incluida. Sucede lo mismo con cualquier sgmilla de generador, en tamo
permanezca cerca de 1,3Dsaumenta hasta 1,5, el juego se hace menos comaattgo
D aumenta mas aun, el juego resulta mucho masl gyficasta imposible.



LAMINA 134. Red de drenaje fluvial separada casi por doquiemnv@ de Peano
de las orillas

-

gt Mg LG
' gt
{
|

ot o |

FIGURA 134
Es interesante considerar aqui otra vez el lipdatec — 0 de la Figura 47, y darle
una interpretacion de un tipo completamente dsti@onvengamos en decir que un relieve



terrestre impermeable esta perfectamente drentrdués de su frontera si ocurre que una
gota de agua que caiga sobre €l acaba siemprécparar un punto de dicha frontera.
Habra puntos tales que, si dos gotas de agua tagaran su entorno, sus trayectorias se
alejan inmediatamente la una de la otra, por loasé@mporalmente; estos puntos se
[lamaran de separacion. Por ejemplo, un cono gerfeme un punto de separacion, su
vértice, mientras que una piramide cuadrangulaetaiatro rectas de separacion. Los
conos Yy las pirdmides son objetos geométricosaddsimuy regulares, mientras que
nosotros estamos suponiendo que el relieve tegrestiractal. Resulta, como vamos a
demostrar dentro de poco, que los puntos de seéparde un relieve natural pueden ser
densos por doquier, y corresponder, por lo tantmeared de drenaje separada casi por
doquier. Al pretender s6lo demostrar una posildligao intentar describir el propio
relieve, nuestra ilustracion se puede tomar lathloede ser esquematica.
La cuenca serd el interior de un cuadro, conédosces orientados segun los puntos
cardinales. Las diagonales forman un curso de ege#orme, cuya rama principal
alcanza el punto S, partiendo de muy cerca delbpNiny cuyas ramas laterales parten de
muy cerca de los puntos E y O y desembocan em#b¢ceada una de estas cuatro ramas
drena un cuarto de la cuenca. En una segunda sw@pace una cruz en cada rama; en este
estadio, la red consta de 16 secciones de curaguie cada una de las cuales tiene una
longitud de 1/4 de la diagonal de la cuenca, yadeh6 de su superficie. Las fuentes de las
ocho sub-ramas coinciden dos a dos (conviene eladule la red, pues de lo contrario ésta
tendria puntos dobles). Si se continla indefinidamia construccion iniciada ahi arriba, la
longitud total de las orillas de todas las ramdsdaumentado sin fin; el nUmero total de
las fuentes —que son puntos dobles (excluidos detlla— serd también infinito, y nuestra
red se habra acercado tanto como queramos a ceraguito de la cuenca. Si se detiene la
construccion después de un namero finito de etépmafluentes se pueden clasificar en
orden creciente, y se constata que su tendenaisaaificacion satisface una regla
conocida por los especialistas, debida a Horton.

P.S.Las orillas del rio y sus afluentes se unen encunaa que reune dos puntos
situados uno frente al otro en la desembocadurdaldts una curva de Peano distinta de la
curva de la Figura 49. Y reciprocamente, he heotar mue cualquier curva de Peano

puede ser interpretada como la orilla acumuladandgo.
iUn monstruo ideado en 1890 fue domado en 1975!




Capitulo 8
La geometria de la turbulencia

Volvamos ahora nuestra atencion a otro gran prodlclasico, muy vasto y mal
explorado, del que solo abordaremos los aspecwmiagan intervenir los objetos fractales
y la nocién de dimension. Aun desde este puntdgde,\el desarrollo no tendra la amplitud
gue merece su importancia practica y conceptualjimitaremos a algunas cuestiones que
tienen el mérito de introducir temas nuevos ded@stgeneral, siendo el propio tema tratado
en concreto en Mandelbrot 1967b, 1967k, 1972, d91974f, 1975f, 1976¢, 19760, y
1977Db.

El estudio de la turbulencia tiene claramentedaabn un ensayo dedicado hasta el
momento a la forma de la superficie terrestre,didtaibucion de los errores extrafios y a la
de los objetos celestes. Ya desde 1950, von Wéies§iotros fisicos habian barajado la
posibilidad de explicar la génesis de las galap@sun fendmeno turbulento a escala
cosmica; sin embargo, la idea no pudo arraigaraleila pena volver a pensar en ella en
serio, es porgue el estudio de las galaxias hagsado, porque la teoria de la turbulencia
se esta metamorfoseando, y porque estoy en condgae proporcionar la base
geomeétrica fractal que le hacia falta. Los trabdm4950 se referian, efectivamente, a la
turbulencia homogénea, tal como fue descrita pamkigorov, Obukhov, Onsager y
Weizsacker, entre 1940 y 1948.

Era necesaria una audacia extrema para preterpiear asi un fendbmeno
sumamente intermitente —como las galaxias— mediamt@ecanismo de turbulencia
homogénea. Lo que ha variado desde entonces e duzereconocido universalmente que
la turbulencia homogénea es una quimera, una apaaxdn cuya utilidad es menor de lo
gue se habia pensado en un principio. Hoy se reeaee una de las caracteristicas de la
turbulencia reside en su caracter violentamenteraitente». Como todo el mundo sabe,
el viento no solo sopla siempre a rafagas, sind@og@smo ocurre a otras escalas. Asi
pues, he reanudado el esfuerzo unificador de vars&eker buscando una relacion entre
dos intermitencias. La herramienta que propongodaro estd, las fractales.

Su utilizacion para abordar la geometria derauencia es inédita, pero es natural
desde el punto de vista histérico, sobre todo sese en cuenta el nexo entre los
conceptos de fractal y de homotecia interna. Ect@feina variante algo vaga de la
homotecia habia sido concebida, precisamente céinarde una teoria de la turbulencia,
ni mas ni menos que por nuestro Lewis Fry Richard¥auna forma analitica de
homotecia ha tenido sus primeros éxitos en laagbo a la turbulencia de la mano de
Kolmogorov y de Obukhov y Onsager. Como todo flisicoso, la corriente turbulenta en
un fluido esté caracterizada por una medida ireadagle escala, el nimero de Reynolds, y
los problemas de intermitencia son especialmentdagcuando dicho nimero es muy
grande, como ocurre sobre todo en los casos dehoogla atmosfera.

Sin embargo, el problema de la estructura gearaedel soporte de la turbulencia
no se ha planteado hasta muy recientemente. Eto gi@oamagen que uno se hace de este
fendmeno sigue en general «congelada» en los tésreimlos que fue descrito por vez
primera, hara unos cien afios, por Boussinesq ydkaynEl modelo consistié durante todo
este tiempo en el flujo dentro de un tubo: cuaadarésion corriente arriba es



suficientemente débil, todo es regular y «laminasando la presion es suficientemente
grande, todo se hace, muy rapidamente, irreguiarylento. En este caso prototipico, el
soporte de la turbulencia es, por consiguient&azie», en el sentido de inexistente, o bien
llena el tubo por completo, y ni en uno ni en @@so hay razones para plantearse dudas al
respecto. En un segundo caso, el de la estelagjadérds de si un barco, por ejemplo, las
cosas se complican: entre la estela, que es tumthayle el mar ambiente, que se supone
laminar, hay una frontera; pero, aunque ésta sgamagular, es tan clara, que
normalmente no parece razonable estudiarla indegr@edente, ni tampoco
verdaderamente necesario tratar de definir la tenoia mediante un criterio «objetivo».

En un tercer caso, el de la turbulencia plenamdedarrollada en los fuelles de un érgano,
las cosas son mas sencillas aln, puesto que todatesa de este tipo ya parece de por si
turbulenta —concepto siempre mal definido tambiési.embargo, la manera de llegar a
ello es un tanto curiosa (si hay que creer algleyendas tenaces). Se dice (espero que
s6lo sean murmuraciones) que cualquier fuelle danar es, por principio, inadecuado para
el estudio de la turbulencia; espontaneamentegenl® llenar todo el volumen que se le
ofrece, la propia turbulencia parece «turbulenpaesentandose en bocanadas irregulares;
sélo gracias a esfuerzos de redisposicion gradedlega a estabilizar el conjunto, a la
manera del tubo de Boussinesg-Reynolds.

Por este motivo, y sin poner en cuestion la ingymia practica de los tubos, soy de
los que no se quedan tranquilos. ¢ Es la «turb@eateclaboratorio» tipica de la
«turbulencia natural», y el fendmeno «turbulen@s*inico? (aun sin tener en cuenta sus
dos aspectos verdaderamente distintos, a saldaujénto por oposicion a laminar, y
turbulento-disipativo en contraste con turbulerdalisipativo). Para saberlo, habria que
definir primero los términos, trabajo que pareceasi nadie quisiera afrontar.

Propongo que se aborde esta definicion indireetae invirtiendo el procedimiento
habitual: partiendo de un concepto mal especific@m que es turbulento, intentaré
primero establecer que la turbulencia natural nuanaada, o su disipacion, estan
«concentradas en», 0 «sostenidas por», conjunpasiates cuya dimension es una
fraccion, del orden de magnitid= 2,5. A renglén seguido, me aventuraré a propquer
se defina como turbulento a todo flujo cuyo soptetgya una dimensién comprendida
entre 2y 3.

¢, Como distinguir lo turbulento de lo laminar enaliandsfera?

Las corrientes en el seno de los fluidos sonrfemios multidimensionales, donde
las tres componentes de la velocidad son funcidédas tres coordenadas espaciales y del
tiempo, pero el estudio empirico ha de pasar, pmoenento, por uno o varios «cortes»
unidimensionales, constituyendo cada una de éswm®hica de una de las componentes de
la velocidad en un punto fijo. Para hacemos una id@iitiva de la estructura del corte para
una masa atmosférica desplazandose ante el insttonevirtamos los papeles y tomemos
como «instrumento» un avién. Un avion muy grandeegpara ilustrar un nivel muy
grosero del andlisis; algunos rincones de la aten@gfarecen turbulentos con toda
evidencia, y en ellos el avidn es sacudido; enrastd, el resto parece laminar. Pero
repitamos la prueba con un avion mas pequefo:n@parte, éste «siente» arranques
turbulentos alli donde el grande no los habia denyi por otra, descompone cada sacudida
del mayor en una rafaga de sacudidas mas deb#épuls, si un pedazo turbulento del
corte se examina en detalle, puede observarsergsenpa inserciones laminares, y asi



sucesivamente a medida que el andlisis se va mefiina

Hablando de la configuracion espacial, von Neuni849 observa que la
turbulencia se concentra sin lugar a dudas «eniorero asintéticamente creciente de
choques cada vez mas débiles». En nuestros coitémansionales, cada choque
aparecera como un punto. Las distancias entre esaggian limitadas por una escala
interna no nulay, que depende de la viscosidad, pero que, a fiaaléar la
conceptualizacion, conviene imaginar con 0. Propongo que se afiada a esto la idea de
gue los choques estan infinitamente hojaldradosedd®modo se manifiesta, en nuestros
cortes unidimensionales, el tipo de estructuraczarta con la que ya nos hemos
familiarizado, desde que aparecio en el Capitwbtdatar de los errores extrafos. La
diferencia estriba en lo siguiente: en los inteysantre errores no habia nada, mientras que
en las intermisiones laminares, el flujo no seet&) sino que simplemente se vuelve mas
regular que en otros lugares. Pero resulta evidprdeéhasta esta diferencia desapareceria si
se considerara, ademas de los errores, el ruido fisie los produce. Esto sugiere que para
construir un modelo de la turbulencia o del ruidy fue proceder por dos aproximaciones
sucesivas. La primera supondra que el flujo lamasa@an regular que es practicamente
uniforme, y por lo tanto despreciable, conduciéndate este modo al esquema cantoriano
de dimension menor que 3; la segunda aproximaciporsira que cualquier cubo del
espacio contiene por lo menos algo de turbuleigigestas condiciones, si no se tiene en
cuenta la turbulencia alli donde su intensidadhsea débil, uno espera reencontrar, poco
mAas 0 menos, la primera aproximacion. Remitamos pst&a segunda aproximacion al
Capitulo 9 y ocupémonos aqui de la primera.

Parece razonable exigir que las interseccionesodgunto de turbulencia con una
recta cualquiera tengan la estructura cantoriaeaeqnia el conjunto empleado para
representar los errores extrafios. Hemos de ide@s, ponjuntos que tengan intersecciones
como ésas.

La cascada de Novikov-Stewart

El estudio de la intermitencia de la turbulerfumestimulado por Kolmogorov
1962 y Obukhov 1962, pero el primer modelo exmitite el de Novikov y Stewart 1964.
Dicho modelo descubre otra vez, independientemehfeincipio de las cascadas de
Fournier y de Hoyle, y, por lo tanto, vuelve a ddsto —sin saberlo— el camino trazado
por Cantor. Si lo hubieran sabido, quiza nuestabgras se hubieran llevado un buen susto.
Afortunadamente, yo me he dado cuenta de ellop yresha llevado a desarrollos muy
prometedores.

La idea es que el soporte de la turbulencia geretrado por una cascada, de la que
cada etapa parte de un remolino y da como resuNagld-remolinos de un tamario r veces
menor, en cuyo seno se concentra la disipacioa. dato con ello qub = log N/log(1/).

Esta dimensioD puede estimarse empiricamente, pero hasta hog hadifirmado
seriamente haberla deducido de consideracioneagifindamentales. Al contrario, en el
caso de la astronomia, Fournier y Hoyle encuemtaones para esperar doe= 1. Se
sabe (pags. 100-101) que esto contradice el rdsuttapirico, pero parece que incluso una
teoria falsa puede ser psicologicamente tranqdibiza

Segunda novedad: en astronordia 2, pero en turbulencia se ha de suponer N
mucho mayor que f/y la dimension es de aproximadamente 2,5. Dedjecto de los
triunfos de las visiones fractales del universe yadturbulencia habra consistido en



demostrar la necesidad Be< 2 en el primer caso,ly > 2 en el segundo, a partir del
mismo hecho geomeétrico. En efecto, para evitaukse llamoé «el cielo en llamas», en el
Capitulo 6 era necesario que, al dirigir la mirablazar, no se encontrara, con seguridad
casi absoluta, ninguna fuente de luz, lo que irmpcqued < 2. Por el contrario, a fin de
explicar el hecho de que la turbulencia estd mpgregda, es necesario en este caso que un
corte hecho al azar tenga una probabilidad nodwiiatersecar el soporte de la turbulencia,
lo que implica qu® > 2.

Comportamiento de la dimension fractal frente aifdsrsecciones. Construccion
de Cantor a varias dimensiones

La cascada de Novikov y Stewart es importante penviene dar un paso atras,
como ya hemos hecho varias veces, y estudiar alledalgunas construcciones no
aleatorias cuya regularidad es excesiva, y endasgy un punto central que juega un
papel demasiado especial. La generalizacion denstieiccion de Cantor se puede hacer de
varias maneras, que conducen a resultados mugtdstiTenemos un ejemplo en la
«esponja fractal de Sierpinski-Menger» ilustraddeeffigura 145. En un segundo ejemplo,
el mordisco con que se empieza el proceso esrdlsieteavo central, definido como un
cubito concéntrico con el primero y de lado 1/30ktinuacion se hace lo mismo con cada
uno de los 26 cubitos que quedan, luego con loxghbs restantes, etc.

Lo que queda, si se sigue la construccién indkfinente, es una especie de pedazo
de Emmenthal evanescente. Se puede imaginar la fgue tendrian sus lonchas a partir de
las que hemos entrevisto cuando describiamos plrtomque quedaba fuera de los crateres
de la Luna, visto segun la 6ptica de un pintor tabiEl volumen del objeto es nulo y esta
lleno de agujeros cuadrados de todos los tama@paralos por tabiques infinitamente
hojaldrados. Se comprueba facilmente que tiene temi@ointerna, y que su dimension es
igual a log 26/log 3. Podemos proponer una gerac@bn inmediata: en lugar de sacar
cada vez el veintisieteavo central, podemos sdcaibe central de arista 1 +;2a
dimension se convierte entonces en

3+log[1-(1-83%/log(1k),

cuyo valor siempre es mayor que 2, pero se aceésaa este valor cuanto mayor es
1/r. La desigualda® — 2 > 0 concuerda con la intuicion de que nuesipastelerias»
fractales son «mas gruesas» que cualquier supeofidinaria de dimension 2.

Segun un tercer método y en el caso triadicanlogliscos son mayores. El
primero de ellos deja en las esquinas del cub@lrBocubitos de lado 1/3, continuandose
la construccion de manera natural. Al final seditambién un polvo de puntos inconexos.
Sin embargo, la dimension es igual a log 8/ logu& es menor que dos y mayor que uno.
Desde el punto de vista geométrico, el polvo quebsiene de esta manera es,
sencillamente, el producto de tres polvos triada®m£antor unidimensionales
(exactamente igual que un cuadrado es el prodecsoisilados). Cambiemos ahora el
método, de manera que los 8 cubitos que se dejeadenetapa tengan una arista de
longitud arbitraria r, con la Unica condicion deegea menor que 1/2. Al final se tiene
siempre un polvo de puntos de dimension idéntiog &/log(1f), cantidad que es
arbitraria, salvo en la limitacion de que ha demsenor que 3. Concuerda con la intuicién
el hecho de que un conjunto mas rico que un pe@rga una dimension mayor que 0, pero
es contrario a ella que un conjunto «menos congxexuna linea tenga una dimensién



mayor que 1. Pero este resultado no hace mas gfientar lo que ya sabemos desde que
hemos estudiado los objetos celestes (construdedrournier-Charlier), a saber, que no
hay ninguna relacién entre conectividad y dimensiaccionaria. Observemos no obstante,
que, para obtener un polvo de dimension mayor gherhos recurrido a mordiscos cuya
forma es sumamente especial. En ausencia de @athutiygeométrica como la que
teniamos en el caso anterior, por ejemplo en e dagonstrucciones regidas por el azar,
es de esperar que se puedan entrever relaciomedadimension y la conectividad. El
problema queda pendiente.

Recordemos que también el universo de Fourniariéhpuede ser considerado
como una variante espacial de la construccion d¢oCa

Conjuntos cantorianos espaciales estadisticos

La primera motivacion para introducir formas di&tcas del polvo de Cantor esta
relacionada, como en los capitulos precedentedadmisqueda de un modelo mas
irregular, con la esperanza de que sus propied@s@@smas realistas. Una nueva
motivacion procede del deseo de encontrar la Gamitre conectividad y dimensién, uno
de cuyos aspectos hemos discutido en la secciéri@niSin mas ambages, consideremos
mordiscos completamente aleatorios y tridimensesaeneralizando de este modo el
método que hemos empleado ya a proposito de logesrextrafios y los crateres circulares
de la Luna. Lo mas natural es determinar que laslismos sean bolas abiertas, esto es,
interiores de esferas, siendo el valor esperadoglarimero de mordiscos con volumen
superior a u igual K(3 - D)/u®. La formaK (3 - D) para la constante del numerador se ha
elegido de tal manera que el criterio buscado di#goedrD: cuando la constante sea mayor
que ¥, el conjunto que queda es casi con toda seguvigieid (yD, que es negativo, no es
una dimensién), mientras que p&ra 0, el conjunto residual tiene una probabilidad n
nula de ser no vacio, y en este caso, tiene urmeafde homotecia interna de dimendin
En particular, el volumen del conjunto que quedsi@spre nulo; mas concretamente, es
casi seguro que una esfera de r&jiouyo centro se haya escogido al azar, no intetase
al conjunto residual. Por consiguiente, es necesamar precauciones para evitar esta
degeneracion (jno hay que olvidar la forma condigiael principio cosmogréfico!);
sabemos que una buena manera de hacerlo conseteudrar la geometria de este
conjunto a partir de un origen que forme tambiémepdel mismo.

He aqui lo que se obtiene: cuamiesta cerca de 3, los mordiscos dejan un
conjunto formado por «velos infinitamente hojaldrsel Sus intersecciones con planos o
con superficies esféricas tienen la forma de filsto® infinitamente bifurcados como los
gue encontrdbamos sobre la Luna, nuestras «lodehBmmenthal». Sus intersecciones
con rectas, o con circulos (excepto por alguncalldsj, son «rafagas de errores extrafios».
Para lodD menores, se tienen «hilos infinitamente ramifisxg@ero esta vez en el espacio
y no en el plano. Por lo tanto, sus intersecci@easplanos o con esferas son polvos de
puntos, y sus intersecciones con rectas o cirsalescasi con toda seguridad, vacias.
CuandaD es pequefio, todo el conjunto residual es un psl¥®jntersecciones con los
planos y las rectas son, casi con toda seguricaday.

P.S. Mordiscos espaciales y modelos de la distifloude las galaxias. ElI concepto
de «lagunosidad de una fractal».



La Figura 111 sefiala que mi primer modelo dedtiiducion de las galaxias da
lugar a grandes vacios y regueros, y observa qoestria muy bien, pero soélo con la
condicion de que la intensidad de estos rasgosapesrdatenuada. Con este fin, sélo he
tenido que pasar lista a los polvos descritos @arehfo anterior. Luego, eligiendo
mordiscos cuya forma no es esférica, he identifiaath nueva caracteristica de las
fractales, que he denominado «lagunosidad», y sjesencial desde entonces —por
ejemplo en fisica. Véanse los capitulos 34 y 3brdetal Geometry of Nature

Con todo, sigue siendo cierto que no puede haisefractal sin grandes vacios. Por
esta razén, todos aquellos que creen en las feactalhan alegrado del descubrimiento
bien conocido, a finales de 1982, de vacios intéctjaos de tamafio «absolutamente
imprevisto».

¢, Son fractales las singularidades de la ecuacioiaeer- Stokes? ¢ Permitira esto
resolverlas por fin?

No se ha podido establecer ain ninguna relaégind entre la teoria de la
turbulencia homogénea de Kolmogorov y las ecuasideeNavier-Stokes, que, segun se
cree, gobiernan el flujo de los fluidos, inclus@edo éste es turbulento. Esta es, sin duda,
la razon que explica por qué —entre los hidrodissasi— la validacion de las previsiones
de Kolmogorov ha sido mas bien fuente de malestardg alegria. Se habria podido temer
que la introduccién de mi nocién de homogeneidactél acentuara este divorcio, pero
estoy convencido de que va a pasar lo contrariasi®n mis razones: se sabe que, muy a
menudo, la fisica matematica consigue desbrozaralsiema reemplazando sus soluciones
por el esqueleto formado por sus singularidades; @& no ha sido el caso para las
soluciones turbulentas de las ecuaciones de Navanso después de Kolmogorov, y en
mi opinidn eso es lo que mas ha contribuido asatral estudio. Pienso que —gracias a
unas caracteristicas especificas de los objetomfesa, que no podemos detenemos a
describir aqui—, por lo que se refiere a la natralde dichas singularidades, esta laguna
esta muy cerca de ser llenada.

P.S.Precisé estas ideas en 1976c, formulando la cwajde que las singularidades
de las ecuaciones de Navier-Stokes y de Eulerraotafes. Esta conjetura parece estar en
camino de confirmarse, como se dice en el CapitiildeFractal Geometry of Nature

LAMINA 145. Un queso en el espacio tridimensional: la espogja d
Sierpinski-Menger
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FIGURA 145
El principio del proceso de construccion es avideSi se aplica indefinidamente,

se obtiene un objeto geométrico, conocido comorgapte Sierpinski-Menger, tal que

area

, €s una figura de 4
nula, mientras que el perimetro total de los agsjes infinito. Obsérvese que las

intersecciones del limite, con las medianas o asmliagonales del cubo inicial, son todas

ellas conjuntos triadicos de Cantor. (Figura repoidh con la autorizacién del editor de
«Studies in Geometry» de L. M. Blumenthal y K. Meng® 1970 by W. H. Freeman and

cada una de sus caras exteriores, conocido conzod@ierpinski

Co.).



Capitulo 9
Intermitencia relativa

El titulo del presente capitulo es mas bien urtepto fractal que un dominio de
aplicacion. Volvemos, en efecto, a una aproximaqgide se ha hecho en varias de las
aplicaciones. Al hablar de los errores a rafagagjmiamos nuestra conviccion de que
entre dos errores el ruido subyacente se delphta, no cesa. Al discutir acerca de las
distribuciones estelares, reprimiamos nuestro ¢omeeto de la existencia de una materia
interestelar, que también puede ser que estéadista muy irregularmente. Y al hablar de
las hojas de turbulencia, caiamos otra vez enrkilagy tomabamos una imagen del
régimen laminar en la que no pasa nada. Analoganmediriamos podido examinar la
distribucion de los minerales, sin introducir ningudea esencialmente nueva: las regiones
en las que la concentracién de oro o de cobrefiesesitiemente grande como para
justificar la explotacién minera estan delimitagas otras cuyo contenido en este metal se
debilita, pero nunca llega a anularse. Ahora delsdiapar todos estos vacios procurando
no afectar demasiado las imagenes ya estable&idbszaré ahora una manera de hacerlo,
que va bien cuando el objeto y las intermisionesdsola misma naturaleza y sélo difieren
en la intensidad. Para ello, me dejaré inspirarv@zamas por las viejas matematicas puras,
calificadas de «inaplicables». Este capitulo selaivamente técnico y seco.

Definicion de los dos grados de intermitencia

Por necesidades de contraste, nos conviene eazactos fenomenos que hemos
considerado hasta ahora como «absolutamente inéatas». El epiteto estd motivado por
el hecho de que en las intermitencias no phsalutament@ada: no hay energia de ruido,
ni materia, ni disipacion turbulenta. Ademas, ttmlque «ocurre» en un intervalo, un
cuadrado o un cubo, se concemtoa enteroen una pequefia porcion, que a su vez esta
contenida en un subconjunto al que llamamos «sknpk&o es, un conjunto formado por
un namero finito de subintervalos, subcuadradashouos, cuyas longitud, area o
volumen total, se pueden hacer tan pequefios comaiesg. Yendo alun mas lejos, diremos
que la intermitencia es «degenerada» si todo oemrten solo punto. Por contraste,
diremos que la intermitencia es «relativa» si npriiagun conjunto simple en el que no
pasenada mientras que existe un conjunto simple en elagté contenidoasi todolo que
pasa.

Medida fractal de Besicovitch

Permanezcamos dentro del contexto triadico aiglie Cantor, en el cual se divide
[0,1] en tercios, éstos a su vez en tercios yursEisivamente, y partamos de una masa
distribuida sobre [0,1] con densidad uniforme elgul. Borrar el tercio central divide esta
masa en tres partes iguales a 1/2, 0 y 1/2, rdpartion densidades de 3/2, 0 y 3/2. Esto se
generaliza facilmente suponiendo que cada etajpded& masa inicial en partes iguales,
respectivamente, @, p2 Y ps, repartidas segun las densidades 3p,, ¥ 303
(satisfaciéndose, claro esta, quefil, < 1 yp; + p2 + ps = 1). Cuando se haya repetido este



procedimiento infinitas veces, la masa formarade Bpmaremos una medida de
Besicovitch. ¢ Qué podemos decir de ella? Para eanpesta claro que ningun intervalo
abierto constituye una intermisién absoluta. Etefeuna tal intermision tendria que
incluir por lo menos un intervalo de longitud,Zuyas extremidades fueran mltiplos de
37 y sabemos que cualquier intervalo de esta foondene una masa no nula. Sin
embargo, cuandbes grande, dicha masa se hace sumamente pequefdgsicovitch ha
demostrado (aqui simplificamos su resultado) qsetoda la masa se concentra &n 3
intervalos de longitud %, en los que se tiene:

D = =Y pmlogspm < 1

Cuanddk aumenta, el porcentaje de intervalos no vaciosiéié cero, mientras que
la longitud total de éstos es aproximadamente ig@P Y, y por lo tanto tiende también a
cero. Cuand@, — 1/2,p, — 0,ps — 1/2, el conjunto de Besicovitch tiende hacia ulv@o
de Cantor; es facil verificar g2 tiende hacia la dimension log 2/log 3 de estendlti
conjunto.

Si en vez de dividir [0,1] en tercios, se divatedécimos, se obtiene el conjunto de
los nimeros reales entre 0 y 1 para los que léistdss cifras tienen las probabilidad®s
Obsérvese que, formalmenieges una «entropia» en el sentido de la termodirsgraic
también una «informacién» en el sentido de Shalwéase Billingsley 1965). Y lo que es
mas importante) es una dimension de Hausdorff-Besicovitch. Sinang, el conjunto
de Besicovitch es abierto, mientras que todosdoguatos estudiados anteriormente eran
cerrados (la diferencia esta relacionada con dfaste entre las intermitencias absoluta y
relativa). Al generalizar la dimension a conjurabgertos, se pierden muchas de sus
propiedades, jentre las que hay algunas que tigmérierés practico directo, y a las que
habiamos empezado a acostumbramos! Por ejemgopehente de homotecia del
conjunto de Besicovitch no &ssino 1; sin embargo, el conjunto de 188 Segmentos en
los que se concentra la masa es completamente @éticoaton exponente.

Examinemos ahora el problema del condicionamjemta vez se ha llevado a cabo
la construccion de Besicovitch a lo largo de un edonle etapals, finito pero grande. Para
ello, elijamos un «intervalo de prueba» al azalpdgitud 3%, dondek es menor qui; en
casi todos los casos, este intervalo caera fuéi@dpinto en el que esta concentrada casi
toda la masa. Con respecto a la densidad media Hn due ya sabemos que esigual a 1, la
densidad en casi cualquier intervalo de pruebacsmi&espreciable. Su distribucion sera
independiente del intervalo por el hecho de seenegda. Pero dividamos la densidad en
el intervalo de prueba por su propia media. Enesetnos que la distribuciéon de
probabilidad de este cociente sera también la m&sntadas partes, y, ademas no
degenerada. Todo ello esta ilustrado en la Fighta 1

Caos multiplicativo: generalizacion aleatoria derteedida fractal de Besicovitch

Por muy sugerente que sea la construccion dedfpanterior, ain hay que
randonizarla. Se me han ocurrido varios metodos Ipacer esto, a partir de unos trabajos
de Kolmogorov, Obukhov y Yaglom (importantes, agoeke algunos errores y ciertos
aspectos discutibles). Para esbozar estos métoaloajemos en dos dimensiones y en
division triddica. Cada nivel parte de una celdilanada por nueve subceldillas, con una
densidad inicial uniforme; después, las densidadegspondientes a las nueve
subceldillas se multiplican por factores aleatqripge siguen todos la misma distribucion.



La construccién varia segun el grado de aleatatigda se desee. El caso minimo consiste
en fijar de antemano los valores de estos factdegando solo al azar la distribucion de los
mismos entre las celdillas. En el caos multiplieatie Mandelbrot 1974d.,f, se eligen al
azar los factores multiplicativos, independientet@emos de otros.

El caos multiplicativo de Mandelbrot 1972 va nadlg, y es el propio proceso el
gque engendra la cascada.

P.S.Los caos multiplicativos y las medidas fractafgsoducidos en Mandelbrot
1972j, 1974d,f se hallan en vias de devenir muymaptes. El término que parece
prevalecer es el de «medida multifractal».

LAMINA 151. Escaleras diabdlicas de Besicovitch



FIGURA 151
Bajo una escalera del diablo (véase la Figuraséyen tres escaleras de

Besicovitch, cuya construccion se ha descrito gréta 148; aqud; = ps. Su caracteristica

mas chocante, al compararla con la escalera dabdse puede observar si se divide la
abscisa en un gran numero de segmentitos. Ningumesponde a una marcha horizontal;

sin embargo, una proporcion muy grande del despligzrao vertical tiene lugar en un
desplazamiento horizontal muy pequefio, cuya dimarfsactal aumenta a medida que uno

se aleja de la escalera de Cantor.






Capitulo 10
Los jabones, el caracter de dimension de los expamtes criticos

Vamos a esbozar ahora el papel que juega la didrefractal en la descripcion de
una categoria de «cristales liquidos», que cogstituin modelo de ciertos jabones. Su
geometria es muy antigua —pues se remonta a ugogiiee Alejandria, Apolonio de Perga,
cosa que hace que los problemas sean faciles deiary y al mismo tiempo actual
—pues el problema matematico que plantea sigualiénto. Ademas, nos deja entrever
interesantes perspectivas muy generales, conctgiamuno de los dominios mas activos
de la fisica. Se trata de la teoria de los «purritisos», cuyo ejemplo mas conocido es
aquél en el que coexisten los estados solidodigyigaseoso de una misma substancia.
Recientemente, los fisicos han establecido qué em@&no de uno de esos puntos, el
comportamiento de un sistema fisico se rige pos wexponentes criticos». La razén es
gue estos sistemas son «escalantes»: obedeces &gl analiticas que se han
desarrollado de un modo completamente independileniz nocion geométrica de
homotecia interna, y que sin embargo presentanesieschas analogias con ella. (¢, Sera
€sa una nueva manifestacion del hecho de queitdadrde los fenbmenos naturales es
infinita, mientras que las técnicas matematicascapde domarlos son muy poco
numerosas?). Combinando soluciones analiticas dag@mpiricas y soluciones por
ordenador, se han obtenido los valores numéricosutdios exponentes criticos, pero su
naturaleza conceptual sigue siendo oscura. Lo gdemuestra con el ejemplo del jabon es
que, por lo menos uno de ellos, puede interpretams® dimensién fractal, sugiriendo esto
gue bien pudiera ocurrir lo mismo con otros.

Preliminar: el relleno de triangulos

A modo de preliminar, empecemos por una constioapue esta completamente en
la linea de las que hemos encontrado anteriornaelotéargo de este texto. Partiendo de un
triangulo equilatero cerrado (incluida la fronter@)ya base es horizontal y de longitud 1, y
cuyo vértice esta en la parte de arriba, se tetaclubrirlo «lo mejor posible» mediante
triangulos equilateros abiertos invertidos, cuyasels son horizontales y que apuntan hacia
abajo. Se comprueba que la cobertura 6ptima sengbtiubriendo el cuarto central del
triangulo inicial con un triangulo de lado 0,5, peediendo analogamente con los cuartos
restantes. El conjunto de puntos que quedararepabrir es debido a Sierpinski, y se
denominaamiz Esta claro que su superficie es nula y que tim@ehomotecia interna de
dimensién de homotecia igual a log 3/log 2. Eggledt953 demuestra que eBtes
también la dimensién de Hausdorff-Besicovitch.

Un modelo de jabon basado en el relleno apolon@aairculos

Uno de los modelos aceptados actualmente pgahdi —en términos mas
precisos y eruditos, una «fase esméctica A»— teestructura siguiente: se descompone
en capas que pueden deslizarse unas sobre otnaitlgeendo cada una de ellas un liquido
bidimensional, y que estan plegadas en el intdearonos muy puntiagudos, que tienen



todos ellos el mismo vértice y son aproximadampatpendiculares a un plano. Resulta de
ello que sus circulos tienen un radio superior aierto minimo que depende del grosor de
las capas liquidas. Partiendo de un volumen siouoteno sea un cono, por ejemplo una
piramide cuadrangular, tratemos de rellenarla d@soCada configuracion corresponde a
una reparticion de los discos que constituyen daed de dichos conos, en el cuadrado que
hace de base de la piramide. Se puede demostréa gakicion correspondiente al
equilibrio se describe del modo siguiente: se ihsoen el cuadrado un circulo de radio
maximo; a continuacion, en cada uno de los trogsimntes, se inscribe también un circulo
de radio méximo —como en la Figura 156— y asi suaegente. Si fuera posible operar
indefinidamente de este modo, se realizaria ldagienatematicos llaman un relleno
(«packing») apoloniano. Si se postula, ademaslagudiscos en cuestion son abiertos
—esto es, que no incluyen sus fronteras— el reltksja sin recubrir un resto de superficie
nula, el «tamiz apoloniano».

Nuestra construccion se parece al problema predimneferente a los triangulos,
pero desafortunadamente tiene un grado de difetslt@erior, puesto que el resto no tiene
homotecia interna. No obstante, la definiciorDdéebida a Hausdorff y Besicovitch
(Capitulo 14), como exponente que sirve para ddérextension de un conjunto, sigue
siendo aplicable a este caso. Ese es un nuevo gemaabia que sefialar (su importancia
habria bastado para justificar el presente capjtpéro en el que, sin embargo, no nos
podemos detener. Existe por lo tanto una dimenpiénm, no se ha conseguido aun
determinar matematicamente su valor. Bajo muchatopule vista se comporta como una
dimensién de homotecia. Cuando, por ejemplo, smedr» el relleno apoloniano
prohibiendo la utilizacion de circulos de radicembr an, los intersticios que quedan
tienen un perimetro proporcionah&® y una superficie proporcionalid™. El valor
numérico deD apoloniano es igual aproximadamente a 1,3058.

Volvamos a la fisica: Bidaux y otros 1973 han dstrado que las propiedades del
jabén modelado de este modo dependen precisamefdesdperficie y del perimetro del
total de estos intersticios, estableciéndose &i@h por medio dB. Asi pues, acabo de
mostrar cOmo las propiedades esmécticas en cuastiéxpresan mas facilmente mediante
las propiedades fractales de una especie de «negéditografico, a saber, la figura que
gueda fuera de las moléculas.

LAMINA 156. Relleno apoloniano de circulos



FIGURA 156

Apolonio de Perga supo construir el circulo tamge tres circulos dados.
Tomemos aqui tres circulos tangentes entre si dos,dormando un «triangulo», e




iteremos indefinidamente la construccion de Apaloha union de los interiores de estos
circulos «rellena» nuestro triangulo, en el sendid@ue recubre casi todos sus puntos. El
conjunto de los puntos no recubiertos —denominaaimiz apoloniano»— tiene superficie
nula, pero su medida lineal, definida como sumkasieircunferencias de los circulos del
relleno, es infinita. Su dimensién de HausdorffiBagitch es muy util en fisica, como se
ve en el Capitulo 10.



Capitulo 11
Ordenaciones de los componentes de ordenador

A lo largo de este Ensayo, subrayamos que laigegm fractal no tiene que llegar
al fondo de las estructuras fisicas subyacentes,queede detenerse a examinar el
ordenamiento mutuo de las diversas partes de degatmobjeto natural. Por este hecho,
uno puede esperar que se encuentren igualmentele@tsones fractales en el dominio de
lo artificial, en todos los casos en que éste tesah complejo que haya que renunciar a
seguir al detalle los ordenamientos, contentdndosexaminar algunas caracteristicas
muy globales. Este capitulo muestra que tal esied@eente el caso con los ordenadores.
La idea es ésta: para poder realizar un gran tircomplejo, es necesario subdividirlo en
un gran namero de modulos. Supongamos que cadadeudstos consta de unds
«elementos», y que el numero de terminales neosgaara conectar el modulo con el
exterior sea del orden de En IBM se atribuye a E. Rent (que no ha publicaada a este
respecto; aqui me baso en Landman y Russo 19dbsé&vacion de que C y T estan
relacionados por una férmula del tipe= AC**P; el empleo de la letr se justificara
dentro de poco. La formula da una aproximacion busgna, siendo el error medio Tele
s6lo unos pocos por cien, excepto en algunos caggsaros, en los que uno de los
modulos contiene una gran parte de los elementasrdeito total. Los primeros datos
habian sugerido qu2 ~ 3; pero hoy se sabe gDeaumenta con el rendimiento, que a su
vez refleja el grado de paralelismo presente ébgiaa del ordenador.

El casd = 3 fue explicado inmediatamente, asociandoloidga de que los
circuitos en cuestion estan dispuestos en el valuiedos moddulos, y que éstos estan en
contacto a través de sus superficies. Expresemafeeto, la regla de Rent en la forma
TYO-D ¢ por una parte, los distintos elementos tienenamaenos el mismo volumen
Vv, Y por consiguient€ es la razén: volumen total del médulo, dividido poAsi pues,

C' = c3 es mas o menos proporcional al radio del médwooRa parte, las distintas
terminales tienen mas o menos la misma supetfigggpor consiguient& es la relacion:
superficie total del médulo, dividida per Con lo quer’® = T2 es, también,
proporcional al radio del médulo. En conclusioramdioD = 3, la proporcionalidad entre
C® y TY®D no es en absoluto inesperada.

Observemos que el concepto de modulo es amhbygrasi indeterminado. La
organizacién de los ordenadores esté jerarquizadaaelo sumo, pero la interpretacion
anterior es totalmente compatible con esta caifatitar, en la medida en que, en cualquier
modulo de un cierto nivel dado, los submodulosisar¢onectan por medio de sus
superficies.

Es también facil ver, en el contexto de mas aymjeD = 2 corresponde a circuitos
dispuestos en el plano en vez del espacio. Del smmodo, en ushift register los
mdédulos forman una cadena, igual que los elemeyptstiene qué = 2,
independientemente @& de tal manera qué = 1. Finalmente, cuando el paralelismo es
integral, cada elemento ha de tener su propio teimgon lo qud = C, y puede decirse
queD = .

Por el contrario, si el valor dees distinto de 1, 2, 3%, la idea de interpret&
como un efecto de volumenTycomo uno de superficie se hace insostenible, naignino



siga siendo esclavo de la geometria ordinaria. bétemte, estas interpretaciones son muy
Gtiles y conviene conservarlas.

El lector debe haber imaginado ya qué es lo gumiede hacer en estos casos:
propongo que se imagine que la estructura de flogitts se presenta en un espacio de
dimensién fraccionaria. Para visualizar el pas®de2 aD = 3, pensemos en un
subcomplejo de dimensidn = 2 en términos de circuitos metélicos impresosrenplaca
aislante: para aumentar el rendimiento es necesstablecer nuevas interconexiones. A
menudo, para no intersecar conexiones ya imprbagsjue interconectar por medio de
hilos que se salen de la placa, los cuales sedanldar separadamente; habitualmente se
utilizan para ello hilos amarillos. La presenciahiles amarillos puede significar
simplemente que el circuito ha sido mal disefiadm pl nUmero minimo de hilos
necesarios aumenta también con el rendimientcer@nar en los detalles del razonamiento,
se puede decir que la regla de Rent es validadars taquellos casos en que el aumento del
rendimiento obliga al arquitecto a salirse del plaim necesidad de utilizar toda la potencia
gue le dan las tres dimensiones del espacio; esmas, el sistema total incorpora una
jerarguia con homotecia interna, todo ocurre «ceme@l arquitecto trabajara en un espacio
que tuviera un numero fraccionario de dimensiones.



Capitulo 12
Arboles jerarquicos, o de clasificacion, y la dimesion

El grueso de este Ensayo esta dedicado a olgj@tosetos que se pueden very
tocar, independientemente de que sean de origarah@apitulos 2 a 10) o artificial
(Capitulo 11). Por el contrario, este ultimo cadpite refiere a algo mas abstracto, a saber,
las estructuras matematicas de arbol ponderadtareglay varias razones para alejarse
ahora de los objetos «reales». La primera es g@ze@hamiento sigue siendo sencillo, y
contribuird, segun creo, a aclarar un nuevo asmktitooncepto de dimension de
homotecia, aspecto que se habra empobrecido amedh base geométrica, con lo que,
de alguna manera se habra hecho «irreducible»edgumnsgla razén para estudiar los arboles
en cuestidén es que aparecen enseguida en varieacames.

Arboles lexicograficos. Ley de las frecuenciasadedalabras (Zipf-Mandelbrot)

Vamos a examinar de entrada unos arboles cagaadasificar las palabras del
léxico. De sus propiedades deduciremos una leicee@bptima» de las frecuencias de las
palabras, que, por una parte, resultara repredam@alidad de una manera excelente, y por
la otra, invocara una dimension fractal. Definirsnabléxico como el conjunto de las
sucesiones de letras que se pueden admitir corabrpal Estas Ultimas estaran separadas
por espacios en blanco que, por comodidad, supardrgue indican el principio de cada
palabra.

Construyamos para representarlo el arbol sigeiehtronco representa el espacio
en blanco; se subdivide éhramas de primer nivel, correspondiendo cada urdlaea
una de las letras del alfabeto; cada rama se sdbdivsu vez eN ramas de segundo nivel,
y asi sucesivamente. Esta claro que cada palaboe@er representada por una de las
ramificaciones del arbol, y que a cada ramificacérne puede asignar un peso, a saber, la
probabilidad de empleo de la palabra corresporgli@etro para las sucesiones de letras
gue no son admisibles como palabras).

Antes de examinar los arboles lexicogréaficosegaleamos qué ocurre si la
codificacion de las palabras por medio de letraspacios en blanco es 6ptima, en el
sentido de que el niumero medio de letras es el nparsible. Tal seria el caso si, en un
sentido que aqui seria pesado de explicar conaldta frecuencias de las palabras se
«adaptan» a la codificacion de letras y espaciddaico. He demostrado (en unos trabajos
gue empezaron en 1951 y que estan resumidos ereantdl 965z, 1968p, entre otros)
que para ello es necesario que el arbol lexicagr&ea regular, en el sentido de que cada
ramificacion (hasta un nivel maximo finito) correspla a una palabra, y que los
pesos-probabilidad correspondientes al nivaan todos de la fornia= Uor¥. El factor
Uo —que no explicitaremos— garantiza que la suma dietdos pesos-probabilidad sea
igual a 1.

A fin de deducir la distribucién de frecuenciaslas palabras a partir de la
regularidad del arbol, ordenemos las palabras sigdmencias decrecientes (si hay varias
frecuencias iguales, las ordenaremos arbitrariaahe®éeg el rango que tiene en esta
clasificacion una palabra de probabilidddveremos dentro de poco que, cuando el arbol



lexicogréfico es regular, se tiene aproximadameguoee
U=P(p+V)""

e inversamente:
p=-V+UPP°

conP, Vy D constantes. Esta férmula, que he obtenido mediantazonamiento
analitico, resulta ser una generalizacion de urmauta empirica divulgada por Zipf 1949
(véase el Capitulo 15); representa excelentemestedtos empiricos acerca de las
frecuencias de las palabras en los idiomas massdiseCuando hayamos deducido esta
férmula a partir de la hipotesis de que el arbxiclegrafico es regular, discutiremos
brevemente su significado. Observemos ahora mism@&mbargo, qub, el parametro
mas importante de esta férmula, sera definido como

D = logN/log (1k),

gue formalmente es, por lo tanto, una dimenddicho esto, midamos la riqueza
del vocabulario por la frecuencia de uso relatiwdad palabras raras, por la relaciéon entre
la frecuencia de la palabra de rango 100 y la die la palabra de rango 10, pongamos por
caso. Pardl constante, dicha riqueza aumenta cdén otras palabras, cuanto mayor es la
dimensiénD, mayor es, es decir, mayor es la riqueza del vocabulario.

Una vez admitida la regularidad del arbol deifitaion, me ha sido facil
demostrar la ley de Zipf generalizada; basta caarro siguiente: en el nivél p varia
entre 1 N + N>+ ... +N“' = (N = 1)/(N - 1) (que excluye el nivéd y (N“! - 1)/(N - 1)
(que lo incluye). Tomandd = 1/(N — 1), e introduciend& = log (U/Ug)/log r en ambas
expresiones, se tiene que

(U™PUP) - 1 <p/V<NU™PUL) -1

El resultado enunciado anteriormente se obtipnexanandop por la media de
ambas cotas.

Aunque sea poco realista conjeturar que el deralografico es regular, el
razonamiento anterior sirve para establecer gleylde Zipf generalizada corresponde a
«lo que era de esperar». Esta conclusion es cadarpor un razonamiento mas fino (en el
gue no nos detendremos), que supone que la irratadadel arbol es, en cierto modo,
uniforme.

Paréntesis: se habia esperado que la ley degipfaria mucho a la linguistica, e
incluso a la psicologia. De hecho —desde que Expbcado— el interés ha bajado y se ha
concentrado en el estudio de las desviacionesespecto a dicha ley.

Otro paréntesis: otra interpretacion del cal@uiterior lleva a consider& como la
«temperatura del habla».

Por varios conceptos, el cd3a= 1 juega un papel muy especial. Para empezar,
invirtamos la relacion entid y p. Vemos que la palabra de rangtene una probabilidad
igual aP(p +V)™*P. SiD > 1, y por consiguiente /< 1, la seri&’(p + V) P es
divergente, cosa que sélo se puede evitaesi acotado, lo que significa que el vocabulario
consta de un numero finito de palabras.

Por el contrario, 9D < 1, el Iéxico puede muy bien ser infinito. EneesasolJy
vale 1 -Nr y satisface qubly < 1. Se puede pues interpretircomo la probabilidad del
espacio en blanco,rycomo la probabilidad de una de las letras propmengichas; la



probabilidadUor* se interpreta entonces como el producto de |dsapitidades del espacio
en blanco y de las letras que componen la palabcaestion. Dicho de otro modo, el caso
en queD < 1y el Iéxico es infinito, se interpreta del maiguiente: tomemos una sucesion
infinita de letras y espacios en blanco estadisiirde independientes, y utilicemos estos
altimos para descomponer en palabras dicha sucdsiérprobabilidades de éstas seguiran
la ley de Zipf generalizada.

Segundo papel de@ = 1: en el casb < 1, y s6lo en este caso, el arbol lexicografico
puede ser reinterpretado geométricamente. Paraathemos el segmento [0,1] y
descompongamoslo éhsegmentos de la forma

[Or], [r+ (21 =Nrn)/(N-1), 2+ (1 -Nr)/(N-12)], ...,[N=1x + (1 =Nn), 1]

y hagamos corresponder cada segmento al corgeries palabras que empiezan
por una letra dada. A continuacion, descompongaada uno de estdésegmentos en
otrosN, deducidos de los anteriores por una homotecraztn 1N, y hagamos
corresponder cada uno de éstos al conjunto dealabrps que empiezan por una secuencia
dada de dos letras, etc. De esta manera, cadagataibesponde al resto constituido por
una reunion dé&l — 1 segmentitos abiertos. El complemento de ttmosonjuntos de esta
forma es un conjunto cantoriano, cuya dimensioult@ser igual &. De esta manera, se
puede interpretar la dimension de un modo corré&do el contrario, I > 1, una
interpretacion como la anterior es imposible, pugsie el Iéxico ha de ser finito, y un
conjunto fractal sélo se puede obtener medianteanstruccion infinita.

Arboles jerarquicos, y distribucion de la rentaadél (ley de Pareto)

Un segundo ejemplo de arbol, quizas aun maslkeque el anterior, se encuentra
en los grupos humanos jerarquizados. Diremos qagemarquia es regular si sus miembros
estan distribuidos por niveles, de tal manera guegpto en el nivel inferior, cada miembro
tiene el mismo numerd de subordinados; y que estos ultimos tienen tetloesmo
«pesoxU, igual ar veces el peso de su superior inmediato. Lo ma®déras considerar el
peso como si se tratase de un salario. (Obsérueskasg rentas no salariales no comportan
ninguna jerarquia susceptible de ser representadanparbol, con lo que no pueden
introducirse como pesos en el presente argumevity.aun, si hay que comparar diversas
jerarquias desde el punto de vista del grado dgutddad que implican en la distribucion
de las rentas, parece razonable ordenar sus mismbreentas decrecientes (en el interior
de cada nivel, la clasificacién se hara de mamdigraria), designar cada individuo por su
rangop, y dar la renta en funcion del rango. Cuanto nefsisla decrece la renta al
aumentar el rango, tanto mayor es el grado de ulsigd. El razonamiento utilizado
anteriormente para las frecuencias de las palabraplica exactamente igual, probando
gue el rango p del individuo de renta U viene dapgimximadamente por la férmula
hiperboélicap = -V + U™°PP.

Esta relacién muestra que el grado de desiguasla@gterminado, ante todo, por la
D de homotecid) = log N/log(1/f): cuanto mayor es la dimension, mayor,egpor lo
tanto, menor es el grado de desigualdad.

Se puede generalizar ligeramente este modelmnmn que |&J varia entre los
distintos individuos de un mismo nivelsiendo igual al producto d€&por un factor
aleatorio, el mismo para todo el mundo y que teargauenta, por ejemplo, efectos tales
como la antigiiedad. Esta generalizacion modifisalgpresiones que dan los paramettos



y P, pero dejd invariante. Desde el punto de vista empiricojs&ribucion de las rentas
es claramente hiperbdlica, cosa que se conoce gayae Pareto», y la demostracion
anterior, debida a Lydall 1959, constituye una lplesexplicacion de la misma.

Subrayemos, no obstante, que la misma ley ded”sgeplica también, aunque con
un D distinto, a las rentas de la especulacién. Estarehcion plantea un problema
completamente distinto, que he atacado en MandelB&®9p, 1960i, 1961e, 1962e, 1963p,
y 1963e.

Observemos que Bl empirico es normalmente proximo a 2. Cuando vale
exactamente 2, la renta de un superior es iguahsetia geométrica de la del conjunto de
sus subordinados, y de la de cada uno de sus $sudadod tomado separadamente. Si fuera
D =1, dicha renta seria igual a la suma de lasisid subordinados.

Acabemos con un desproposito. Independientengenteanto valg®, el nimero
de niveles jerarquicos crece como el logaritmandehero total de miembros de la
jerarquia. Si se desea dividirlos en dos clasesmanera intrinseca de hacerlo podria
consistir en fijar el punto de separacion en etinjierarquico medio; en tal caso, el nUmero
de miembros de la clase superior seria proporcefeataiz cuadrada del numero total.
Hay muchas otras maneras de obtener esta «retflaale cuadrada»; aparece, por
ejemplo, asociada al niumero ideal de los represeg@ue distintas comunidades deberian
enviar a un Parlamento en el que participan.



Capitulo 13
Léxico de neologismos

Si mis trabajos abundan en neologismos, es masiad. Aun cuando las ideas
basicas son antiguas, hasta ahora habian sidotaregenciales que no habia habido
necesidad de términos especificos para designartasn habia bastado con anglicismos o
con palabras de factura precipitada y torpe, quamen para el uso amplio que propongo.
Aprovecho la ocasién para incluir algunos de mdagismos, que utilizo poco en este
libro. Este capitulo no figuraba en la primera gaticpero desde 1976 han aparecido
diversas versiones incompletas del mismo en distirdcopilaciones.

ARRACIMAMIENTO. n.m.1.°: Aptitud para formar racimos jerarquizados: 2.
Coleccién de objetos que forman racimos distirdgs,pados en superracimos y en
super-superracimos, etcétera, de modo (al menosrdapmente) jerarquico. La pareja
«racimo-arracimamiento» se ha pensado como comdspaia al inglésluster-clustering
cuyo segundo miembro no tenia equivalente en ekpafio

ESCALANTE. adj. Dicese de una figura geométrica o de un objdiralecuyas
partes tienen la misma forma o estructura quedel, tealvo que estan a diferente escala y
pueden estar ligeramente deformadabzertenciaEl términoscaling tomado del inglés,
esta ya tan arraigado que es mejor no alejarsesigtioade €l buscando un neologismo que
lo sustituya.

ESCALONADO. adj. Dicese de una figura geométrica o de un objetoraacuya
estructura esta dominada por un nimero muy peqie@scalas intrinsecas muy
diferenciadasEscalonadcaes el contrario descalantey la traduccién de mi neologismo
inglésscaleboundMandelbrot 1981 ).

FRACTAL. adj. Sentido intuitivoQue tiene una forma, bien sea sumamente
irregular, bien sumamente interrumpida o fragmemtgcigue siendo asi a cualquier escala
que se produzca el examen. Que contiene elemestogidos cuyas escalas son muy
variadas y cubren una gama muy amgpliazones de su necesid@esde hara unos cien
afnos, los matematicos se habian ocupado de algeresos conjuntos, pero no habian
edificado ninguna teoria acerca de ellos, y nodrabécesitado, por lo tanto, ni la
necesidad de un término especifico para designdttesvez que el autor ha demostrado
que en la naturaleza abundan objetos cuyas megpessentaciones son conjuntos
fractales, es necesario disponer de una palabopiaga que no sea compartida con ningan
otro significado.

FRACTAL. n.f. Configuracion fractal; conjunto u objeto fractativertencialLa
palabrafractal no distingue, adrede, entre conjuntos mateméagiadsoria) y objetos
naturales (la realidad): se emplea en los casgsi@isu generalidad, y la ambigtiedad
deliberada que resulta de ello sean bien deseaidasaclaradas por el contexto, o no
lleven inconvenientes asociados.

Dimension fractal. Sentido genéricdNumero que sirve para cuantificar el grado de
irregularidad y fragmentacién de un conjunto geoit@b de un objeto natural. La
dimensién fractal no es necesariamente enmatido especific&@e aplica a veces a la
dimensién de Hausdorff y Besicovitch, pero ya noesemienda tal uso.

Conjunto fractal. Definicion provisional Conjunto cuya dimension fractal es



mayor o igual que su dimension ordinaria (topolagic

Objeto fractal. Objeto natural que resulta razonablemente Utresgmntarlo
matematicamente por un conjunto fractal.

POLVO. n.f. Coleccion totalmente discontinua de puntos, es,ddgjeto de
dimension topologica igual a Razones de su necesid&dra denotar los objetos de
dimensién topoldgica igual a 1 6 2 tenemos dosit@sfamiliares: curva y superficie.
NecesitAbamos también una palabra coman para derpédos de dimension topoldgica
igual a 0.

RANDON. n.m.Elemento aleatoricAdvertencia jNo se trata de un anglicismo!
No es suficientemente bien sabido que el ingdésom(=aleatorio) procede del término
francés arcaiccandon(=rapidez, impetuosidad). Propongo resucitar lalpa, por
ejemplo, en el contexto de los ejemplos que sartragjui.

A randdn. adv. Al azar.AdvertenciaDel término francés arcaico que designa, por
ejemplo, la situacién de un caballo cuyo jinetgéalido el control.

Randon browniano. Superficie, funcion o campo browniamadvertencia Cuando
se trate de una funcion euclidea de variable yes#, quiera insistir en dicho orden y la
dindmica subyacente, se prefenegabundeo brownianfvéase mas abajo).

Randdn de ceros brownianoConjunto de puntos en los que se anula el randén
browniano.

Randdn de Lévy.Adherencia del conjunto de los valores de un vagadéo estable
de Paul Lévy.

Randdn de ceros de LévyConjunto en el que se anula un randon establedg L

RANDONIZAR. v.tr. Introducir un elemento de azar. Randonizar una tis
objetos consiste en reemplazar su orden origingd, (joor ejemplo, podria ser alfabético)
por un orden elegido al azar; a menudo se tomam @guiprobables todas las
ordenaciones posibles.

TAMIZ. n.m. de SierpinskCurva fractal introducida por W. Sierpinski, cuyo
complemente esta formado por triangulos (pagina. Exta curva ha adquirido una gran
importancia en fisicaApoloniano Curva fractal cuyo complemento esta formado por
circulos (pagina 156pentido genéricaCurva topolégicamente idéntica al tamiz
apoloniano y al de Sierpinski.

TREMA. n.m.Muchas fractales se construyen partiendo de uscespuclideo y
eliminando una coleccién de conjuntos abiertosligneo tremas. EtimologiaDel griego
Tpnua = agujero, puntos sobre un dado, préximo al k&times= termita.

VAGABUNDEAR. v.intr. Desplazarse al azar.

VAGABUNDEO. n.m.Funcion que da la posicion de un punto del espagra
evolucion temporal esta gobernada por el azarn8mwde «funcion aleatoriaMotivo de
la deriva semantica sugerid&n el lenguaje visuabagabundealesigna una excursion
carente de una meta precisa, o cuya meta cambagi@angue se va avanzando y resulta,
por lo tanto, imprevisible. Si se considera lo tlga como un modelo de lo imprevisible,
el comportamiento psicolégico subyacente en eidensual devagabunde@ncaja bien
en el concepto matematico propuesto. Este térnsresgecialmente recomendado en los
contextos que nos ocupan.

Vagabundeo de Bernouilli.incrementos de la fortuna de «Pedro» (y dismimeso
subsiguientes de la de «Pablo») en el transcultgoat® de cara o cruz que
simbdlicamente se les asocia desde 1713, afio edajab Bernouilli publico sArs
Conjectandi Emplean una moneda de Basilea que conserva etent@ un sesgo



invariable entre las probabilidades de cara o cruz.
Vagabundeo browniano.Movimiento browniano.



Capitulo 14
Apéndice matematico

Con esfuerzo deliberado he eliminado de esteyeraalquier féormula
«complicada», pero espero que muchos lectoresajusaber algo mas. Para facilitarles la
transicion a las obras especializadas, este apralioe algunas pequefias discusiones,
combinando las principales definiciones con algusterencias. Por razones de
comodidad, el orden en que se presentan aqui tmeptos es distinto de aquél con que
han ido apareciendo a lo largo del texto.

¢ Es necesaria una definicibn matematica de lagdias?

Es necesario justificar la determinacion adoptiglantemano en el texto de
caracterizarlos objetos fractales de un modo intuitivo y labso, evitandalefinirlosde
una manera matematica y compacta, por medio deaguconjuntos que se habrian
llamado fractales. Si he procedido asi ha sidaiedo a enredarme en detalles que no
tuvieran una contrapartida concreta. En efectogaeesté perfectamente dispuesto a
contradecir a mis antepasados cientificos (dedeshay que exceptuar a Jean Perrin),
declarando que una parte de aquello que ellosnsdiaificar como patologia matematica
se ha de clasificar en lo sucesivo como la expned#dla robusta complejidad de la
realidad, pienso que en general tenian toda lanrdzdmayoria de los refinamientos
analiticos no tienen una contrapartida concrete lgarian sino complicar la vida
indtilmente a aquellos que se los encontraran earsb de una teoria cientifica. Mas
concretamente, una vez definido un concepto cuaiguie dimensiébD, se puede tratar de
definir un conjunto fractal como aquél para el coadbienD es un namero real no entero, o
bienD es un entero, pero el conjunto, globalmente, reegular», como en el caso en que,
siendoD = 1, no se trata de una curva continua y rechfeeaSin embargo, la teoria de la
rectificabilidad es demasiado confusa para de@dirdepender de ella; ademas, puede
suceder a menudo que perturbando un conjunto nasicolen el entorno de un solo punto,
su dimension se haga fraccionaria. Desde el puntasth de las aplicaciones concretas,
tales ejemplos serian insostenibles. Es a fin dars por lo que renuncio a definir el
concepto de conjunto fractal.

Dimension (fractal) de contenido o dimensidn de $tiuff- Besicovitch

Entre las numerosas definiciones de dimensidativaaria, la primera es la
propuesta por Hausdorff (1919). Se aplica a figumag generales, que no tienen por qué
tener una homotecia interna. Para clarificarlaogsreniente descomponerla en partes. Se
parte, de entrada de un espacio mé@iate puntoso, es decir, un espacio en el que se ha
definido, de manera conveniente, la distancia etdsecualesquiera de sus puntos, y por
consiguiente la bola de centnoy radiop; Q puede ser, por ejemplo, un espacio euclideo.
Consideremos un conjunficenQ cuyo soporte sea acotado, es decir, esté contenidoa
bola finita. Es posible aproximérpor exceso, mediante un conjunto finito de bo=Q d
tales que cualquier punto feesté contenido por lo menos en una de ellas. Searadios



pm- EN un espacio euclideo de dimengién1, el contenido de una bola de raglies 2; si
la dimensién euclidea es= 2, estp?, y en general, egd)p®, en donde
y(d) = [[(1/2)]YT (1 +d/2)

Esta expresiém(d)pd resulta de una interpolacién natural que pernmefanit el
«contenido» formal de una bola de dimensldro entera. Por extension, la suptd pr.
constituye una aproximacion natural del «contenidi®®, desde el punto de vista de la
dimensién formad. Sin embargo, dicha aproximacion es muy arbitr&&a hacerla
intrinseca, es razonable, en una primera etapaufij radio maxime y considerar todos
los recubrimientos tales qpg < p. Diremos que la aproximacion es tanto mas
«econOmica» cuanto mas se acerque al limite imfmrﬁgp,pr(d)med. La segunda etapa
consiste en hacer gpdienda a cero. Al hacerlo, la limitacion impuestasp, es cada
vez mas restrictiva, por lo tanto el jnf, no puede sino aumentar y la expresion

Y(d)”mpﬁoinfpmpzpmd

esta bien determinada. Se demuestra finalmemtexjate un valob ded tal que
parad < D, limym_,oinfyme, =,

mientras que,
parad > D, lim,_oinf,me, =0

(De hecho, en este caso se tiene qug<# O para tod®, pues el mejor
recubrimiento se hace con bolas mucho mas peqae@a3. El D asi definido es lo que se
llama «dimension de Hausdorff-Besicovitch».

Cuanda? es un espacio euclideo de dimendigia expresion inf(E)Ypm- relativa
a0 es finita, siendo como mucho igual al resultadtadaisma expresion para la bola finita
en la que esta contenido. Asi pud3 < E. Para mas detalles, se puede consultar: Kahane
y Salem 1963, Federer 1969 o Rogers 1970.

Medida de Hausdorff-Besicovitch

El «contenido» que corresponde al exponBrgm la expresion
y(d)lim p_,oinfo<prmd de la seccién precedente se llama «medida de BdfxsdPuede ser,
bien degenerada (nula o infinita) o bien no degedeerianicamente es interesante este
altimo caso, que incluye, en particular, el conjuté¢ Cantor, la curva de von Koch y el
universo de Fournier. Si la medida de Hausdortfegenerada, resulta que la potepfia
mide el «contenido intrinseco» @lele manera imperfecta. Esto es lo que ocurre
tipicamente cuando el conjurfies aleatorio, como por ejemplo la trayectoria del
movimiento browniano, o el de Cauchy o el de Létytodos estos casos, el concepto de
dimensién se da por bueno, pero conviene profundizas en el de «contenido.
Besicovitch tuvo la idea de sustity{iD)p" por una funciérm(p) mas general que satisfaga
h(0) = 0. Si es verdad —pues muy bien pudiera nasier que existe una funciafp) tal
que el lim_oinf,m,> h(pm) sea positivo y finito, dicho lim inf se denomix@medida de
Hausdorff-Besicovitch», y se dice que el citéfo) mide el contenido del conjunéode
manera exacta. Véase, por ejemplo, Kahane y S&@défd Rogers 1970.

Dimensiones (fractales) de recubrimiento



Sea otra vez un conjunto en un espacio mé&zjopun radio maxime > 0.
Pontijagin y Schnirelman 1932 recubfepor medio de bolas de radio igugl aegun el
método que exige el menor numero de bblgg (sin modificarN(p), se puede reemplazar
la condicidn de «radio igualg por la de «radio menor o igual gee). Haciendo tender a
continuaciorp hacia cero, se define la dimension de recubriraipot

lim inf,_.o[log N(p)/log (1/p)].

Kolmogorov y Tihomirov 1959 han estudiado en et logN(p), designandolo
como lap-entropia dé. Esto lleva a designar la dimension de recubritoieomo la
dimension de entropia. Kolmogorov definié tambiéa® cantidades que pueden servir
para definir dimensiones fractales. Por ejemplaM{@) el mayor nimero de puntos éle
tales que la distancia entre dos cualesquieraakees superior . Por definicion, la
capacidad dé sera logM(p), y la expresion lim inf,o log M(p)/log (1/p) sera una
dimensién que no hay que confundir con la dimend&napacidad de Frostmann.

Tomemos como espaddel espacio euclideo de dimensBnPara estudiar los
conceptos de longitud y de area de un conjare, Minkowski 1901 sugiri6é que se
empezara por regularizarlo y engrosarlo, sustitdgknpor el conjunt®(p) de todos
aquellos puntos cuya distancil fuera como maximeg. Se puede obtené(p) por
reunion de todas las bolas de raglicentradas en todos los puntoidBor ejemplo, una
linea es sustituida por un «hilo», cuyo volumernidido por 2ip?, proporciona una nueva
evaluacion de la longitud aproximada de la linggalégamente, una superficie es
reemplazada por un «velo», cuyo volumen divididoZpo nos da una nueva evaluacion
del area aproximada de la superficie. En generalkd®lvski definid, para cualquier entero
d, los contenidos superior e inferior @ldos cuales son respectivamente iguales a los
limites superior e inferior (paya— 0) de la «densidad», que a su vez es igual atictEi

volumenE-dimensional dé(p), dividido pory(E - d)pF®

La idea esta comentada y discutida en detalleederer 1969. Cuando resulta que
los contenidos superior e inferior son iguales/alor comun define el contenido (a secas).

La extensidn de todas estas definiciones a llmsesno enteros dées
completamente natural y se debe a Georges Bouligandtras palabras, si existe un valor
D ded, tal que el contenido superior @lse anule pard> D y que el contenido inferior
diverja parad <D, decimos que este valor Bees la dimension de Minkowski-Bouligand
de6.

Dimensiones (fractales) de concentracion para uedida (Mandelbrot)

SeaQ) siempre un espacio métrico, y supongamos adenedgaga subconjuntos
apropiados d€ tenemos definida una medid@®), que satisfaga(Q?) = 1 y que sea
«densa por doquier», en el sentido de que parabd# se tenga qug(A) > 0. Dado que
«el conjunto en el que > 0» es idéntico &, la dimension de homotecia (si es aplicable) y
la dimension de recubrimiento son ambas idéntidagianension d€, y por
consiguiente, no aportan nada nuevo al estudjo Beiede ocurrir que podamos decir que
i se concentra sobre un conjunto abierto, cuya dirderde Hausdorff-Besicovitch es
menor que la d@; desgraciadamente, en el caso de conjuntos adjiditina dimension no
puede ser interpretada concretamente de un modmahat se precisaria, por lo tanto, de



una nueva definicion mas directa. Al no haber etradon nada al respecto en la literatura,
he introducido (para mi uso personal) las sigugdgdiniciones, poco exploradas aun, pero
gue pudieran tener un interés mas general.

Dadosp >0y 0 <\ < 1, consideremos todos los recubrimientoQdgie utilizan
bolas de radio menor o igual gpiey dejan sin cubrir un conjunto gemedida menor o
igual quer. SeaN(p,A) el minimo del nimero de tales bolas. Las expnesio

lim inf,_o lim inf,_o log N(p,A)/log (1/p)
lim inf,_,0 log N(p,p)/log (1/p)

definen una dimensién cada una de ellas. Pgmanteera, el caso mas interesante es
aquél en que la operacion lim jnf es independiente de con lo que la operacion lim
inf,_o puede ser eliminada.

Dimension topoldgica

Las dimensiones de homotecia, de recubrimieit® medida estan referidas todas
ellas a espacios métricos. Las tres difieren en granera de un concepto mucho mas
comun, el de dimension en el sentido topoldgicta Eaeabsolutamente fuerde lo que
nos ocupa, pero hay que mencionarla, ya que, slpapel casi exclusivo que juega en los
tratados de matematicas nos podria inducir a cmmfuSe dice que dos espacios
topoldgicos tienen la misma dimensidn si entrepsurgos existe una aplicacion continua e
inyectiva. La leyenda de la Figura 49, que represkancurva de Peano, da algunos detalles
al respecto; un libro curioso (tan util como contgabeente desorganizado) de Gelbaum y
Olmsted 1964 contiene gran cantidad de referemcesde tema; finalmente, entre los
tratados, cabe citar el de Hurewicz y Wallman 1941.

Vemos pues como el concepto intuitivo de dimems® multiforme: la dimension
de Hausdorff-Besicovitch, la de homotecia y la togia no representan mas que un
aspecto particular cada una; ademas, puede muylaiea el caso de que tomen valores
distintos. Sabemos, por ejemplo, que la curva deldach y sus variantes tienen la
dimensién de Hausdorff-Besicovitch igual a la denbtecia, las cuales toman un valor
comprendido entre 1y 2 (1x< 2); por otra parte, al tratarse de curvas coasry sin
puntos dobles, tienen todas ellas la dimensionldgpma igual a 1. El conjunto de
Besicovitch del Capitulo 9 tiene una dimensién deddlorff-Besicovitch que satisface 0 <
D < 1, mientras que su dimension de homotecia eg &.

Variables aleatorias Lévy-estables

Sera comodo definir la variable aleatoria gamssr@ducidaX como aquella que
tiene la densidad
22 exp (=14),

lo que nos permite asegurar que su funcion aaiatita (transformada de Fourier)
es exp(€?). La media d& es nula y su varianza 5= 2. Pongamos de relieve la
propiedad siguiente. Se&1y G" dos variables gaussianas independientes(@pnr (G')
=0,(G?) = 6" y(G"?) = ¢"% entonces la sun@ = G' + G" es también gaussiana c{iB)
=0 y(G? =o” + "% Por consiguiente, la variable gaussiana reduXies la solucién de
la ecuacion funcional siguiente:



(S):s'X' + X" = sX

a la que se afiade la condicion subsidiaria
(A2):s% +s? =&

La ecuacion (S) define la estabilidad en el dentie Lévy. Desde el punto de vista
de (S) y de (A2)s'y s" son simplemente factores de escala. Aqui resséan
proporcionales &' y ¢", pero en otros casos no ocurre lo mismo.

Para la distribucion de Cauchy, tenemos

Pr(X>x) = Pr(X—x) = 2t —n* arctgx

Su densidad es(1 +x%) 7}, la transformada de Fourier de la funcién caréstiea
exp(=f|). Tiene la particularidad de qyig|) = «, y forzosamente todos sus momentos de
orden entero son infinitos. La ecuacion funcioi®lgigue siendo aplicable, pero el
exponente en la condicidén subsidiaria es ahord &ylia

(Al):s'+s"=s

Aqui el factor de escala no puede estar ya diefipor medio de los momentos,
pero resulta ser igual a la distancia entre la areddeX y sus cuartiles.
Finalmente, conservando la condicidon de estaull{$), es posible generalizar la
condicion subsidiaria en la forma:
(AD): s® + P = &P,

El casdD = 1 se debe en realidad a Poisson (!), pero Eneiin par® # 1 es
debida a Cauchy. Este creia dueodia ser cualquier nimero real positivo, peroyLév
—que reemprendio este estudio y lo concluyé— dembagte es necesario y suficiente
tener 0 <D < 2. En el caso simétrico (y por tanto isétrofe)Yensidad de probabilidad
correspondiente toma la forma

7 o exp(-uP) cos(ix) du.

Esto es, la transformada de Fourier de la funcigacteristica exp(Ef). Salvo en
el casdD = 2 (Gauss) Y =1 (Cauchy), dicha densidad no puede ser expaesmsatorma
analitica cerrada. $) < 2, el momento XJ") Gnicamente es finito &i < D.

Vectores aleatorios Lévy-estables

Nos limitamos al caso isétropo. Lévy ha demostigak si el vector aleatorio
isétropoX satisface
(S):sX'+s"X"=sX

entonces se ha de tener que
(AD): s® + 5" = &P,

La funcién caracteristica es atn ex{t}| Se puede definir explicitamente este
vectorX como integral de contribuciones vectoriales, cudsescciones cubren
uniformemente toda la esfera unidad y cuyas lodggison escalares aleatorios
infinitesimales e independientes que siguen la midistribucion estable. O bien por otro



método:X se representa como la integral extendida a tagogdlimenes elementales
dxdydzdel espacio, de vectores definidos del modo sigeieson nulos con una
probabilidad de laxdydzy si no, tienen una longitud c@l?|‘3”°, siendoP el centro del
volumen elemental @ el origen de coordenadas; todos estos vectorés ademas
dirigidos deP haciaO. Hay distintos problemas de convergencia, peresgelven sin
dificultad, como se ve facilmente interpretandoacaelctor elemental como una fuerza
gravitatoria. Su ley se hace newtoniana fiara3/2, en cuyo caso se tiene la distribucion
de Holtsmark; una discusion particularmente semadilirigida a los fisicos, es la de
Chandrasekhar 1943. Los problemas de convergemcesselven por neutralizacion
mutua de las pequefias atracciones de las estralliagejanas, orientadas en direcciones
opuestas.

Varias funciones brownianas

Si el movimiento browniano ha sido el primer éobjgactal que se ha estudiado es
por ser el mas simple, no so6lo desde el puntosta fisico, sino también desde el de las
matematicas (Wiener, Lévy). Ademas, un gran nurderotros objetos fractales pueden ser
obtenidos modificando la definicién del movimiebt@wniano de una manera
completamente natural. Vamos a dar aqui una lesstagimas importantes de entre estas
generalizaciones. El prototipo irreducible es eVimdento browniano escalar ordinario.
Una vez normalizado, consiste en una funciéon aleag@aussiana, del escatal escalaB,
tal que B(t) - B(0))* =t*, conH = 0,5.

La primera generalizacion afecta 8|asustituyendo el escalar por un vector, o
también —cosa que lleva al mismo resultado— conai® un punto cuyas coordenadas
son movimientos brownianos independientes.

Una segunda generalizacion vuelve al punto dédpaste urB escalar y sustituye a
continuacion eH = 0,5 por otro valor comprendido entre 0 y 1, kkbque se cambitpor
t?. Esto conduce al movimiento browniano fraccionagigyas principales propiedades
—incluida una construccion efectiva— estan dessptar Mandelbrot y Van Ness 1968.
Naturalmente, como ya se ha dicho en el Capitudonas generalizaciones pueden
combinarse.

Una tercera manera de general2dJ, debida a Paul Lévy, se refiere d,I§
sustituye este escalar por un puRtdJna construcciéon efectiva @P), a partir del ruido
gaussiano blanco, ha sido dada por Tchentsov. ibio@acion de las generalizaciones
segunda y tercera ha sido llevada a cabo por Ry@iardebiéndose a Mandelbrot 1975b
la construccion efectiva.

Una cuarta generalizacion sustituye la distribngaussiana por otra distribucion
Lévy-estable; sirve mucho en el Capitulo 5.



Capitulo 15
Bosquejos biograficos

Este Ensayo cita muchos autores, algunos deidehabian sido coronados, con
justicia, con todos los laureles (tales como JearPy John William Strutt, tercer Bardn
Rayleigh), mientras que otros permanecian margsjadmenudo hasta su muerte. Parece
como si para ellos el tiempo haya transcurridcelernte, dejandoles el entretenimiento (a
menos que haya que decir que les imponia la nechgie ir afinando, al filo de los afios,
unas ideas que nadie les disputaba. Se encuentraretos tres sabios a los que profeso
una admiracion particular. Con animo de compartiola el lector, queriendo saber mas
sobre uno de ellos —asi como también de un cuattw,alel que no sé casi nada— y
deseando, en fin (como se ha dicho en la introdagcgue este Ensayo contribuya a la
historia de las ideas, voy a terminar con unos tejsg biograficos.

Louis Bachelier: 11/3/1870-28/4/1946

El trabajo de Roger Brown se remonta a 1827 padhistoria, y la teoria fisica
actual ha sido creada entre 1905 y 1910, por R&mstein, Langevin, Fokker y Planck.

En cuanto a la teoria matematica, siguio a ladjsion Wiener, que la fundoé a partir de
1920, y posteriormente Lévy. Es inutil detenersgi &g detalles que, por otra parte, son
facilmente accesibles.

Pero la historia hubiera podido proceder de wtodo, y las matematicas y la
ciencia econdémica (jse trata de un caso verdadetamaico!) habrian precedido a la
fisica, si la aventura de un precursor extraordnambiera tomado un cariz distinto. En
efecto, una proporcién verdaderamente increiblesieesultados de la teoria ya habia sido
descrita en los trabajos de Louis Bachelier, emqmz@or una Tesis de Estado, presentada
en Paris el 29 de marzo de 1900. Sesenta afiosédedpigu publicacion en l8snales de
I'Ecole Normale Supérieurduvo el raro honor de ser reimpresa (en versiglesa), pero
con toda evidencia, su influencia directa habia sida. Bachelier seguia en activo y
publicaba, en las mejores editoriales, numerosessgblargos memoriales. Ademas, su
libro de divulgaciorie Jeu, la Chance et le HasafBachelier 1914) fue editado varias
veces y aun se puede leer de una manera mas qusdaddo es un libro que se pueda
dejar a cualquiera, pues el tema ha cambiado myasia escrito en la forma de una
sucesion de aforismos, que no siempre esta claeswinen conocimientos ya adquiridos, o
esbozan problemas a explorar; el efecto acumuladsth ambigliedad es bastante
turbador.

A pesar de estos trabajos, Bachelier debi6 sufnithos reveses en su carrera y
tenia 57 aflos cuando consiguié ser nombrado prodéesia Universidad de Besancon.
Vista la lentitud de su carrera y lo tenue de lellawpersonal que ha dejado (mis
investigaciones, aunque diligentes, no han podidormrar mas que migajas de recuerdos
de alumnos y colegas, y ni la menor fotografia)ida parece mediocre, y la celebridad
postuma de su tesis ha hecho de él un personaj@oaEmtico. ¢ A qué se debe este
contraste? Una de las razones (aparte de los hdehmpge no hizo escuela, de que su tesis
sélo fue calificada con «notable», y de que noalebr demasiado aprovechado) fue un



cierto error matematico, cuya historia me ha camgaul Lévy en una carta del 25/ 1/1964;
he aqui algunos extractos, que complementan legpeede leer en Lévy 1970, pags.
97-98:

«Oi hablar de él por vez primera pocos afos dssge la publicacion de mi célculo
de las probabilidades; hacia 1928, uno o dos afigisugs. Era candidato a un puesto de
profesor en la Universidad de Dijon. Gevrey, queppfesor, vino a pedirme mi opinion
acerca de un trabajo de Bachelier aparecido en (18 Ec. Norm.). En él definia la
funcidon de Wiener (antes que Wiener) del modo sigei en cada uno de los intervalos
(nt, (n+ 1 )], una funcionX(tf) tiene derivada constante + &,-siendo ambos valores
igualmente probables, y un paso al limitegnstantey t—0) le dabaxX(t). Gevrey estaba
escandalizado por este error y me pedia mi opihiémnlije que estaba de acuerdo con él y,
a peticion suya, se lo confirmé en una carta que desus colegas de Dijon. Bachelier fue
rechazado, supo el papel que habia tenido yo enned pidié explicaciones, que yo le di, y
gue no le convencieron de su error... dejo de laslcdasecuencias inmediatas de este
incidente.

»Lo habia olvidado todo ya, cuando en 1931, endmoria fundamental de
Kolmogorov, leo “der Bacheliers Fall”; busco entesdos trabajos de Bachelier, y veo que
este error, que esta por todas partes, no le inipigier a resultados que, de haber eserito
= ct Y2 en vez de constante, habrian sido correctos, y que resukteantes de Einstein y
Wiener, Bachelier haya visto algunas propiedadda tiecion llamada de Wiener o de
Wiener-Lévy, en particular: la ecuaciéon de la dnsy la ley de la que depende Max
X(t). Habria un trabajo pendiente que nunca he llegackbo: buscar en los resultados de
mi memoria de 1939 (Compositio Math.), cuales ssngue ya eran conocidos por
Bachelier.

»Me habia reconciliado con él. Le escribi quediaraba que la impresién producida
por un error al principio me hubiera impedido couér con la lectura de trabajos en los
que habia tantas ideas interesantes. Me contestdnezocarta que demostraba su gran
interés por la investigacion».

Fin de la cita.

Es tragico que sea Lévy quien haya jugado esdl,gayes veremos muy pronto
como él también ha estado a punto de fracasaafiarde rigor matematico (seria cruel
hablar aqui del grado de rigor matematico de Igsne®teorias fisicas de su tiempo... 0
del nuestro).

Otra razon de las dificultades de Bachelier geleeen el titulo de su tesis, que no
he mencionado hasta ahora y que era «Teoria matardétla especulacion», no de la
especulacion (filoséfica) acerca de la naturaletagar, sino de la especulacion (en la
Bolsa) a la alza o a la baja de la renta. Seglabpad del ponente, Henri Poincaré: «El
tema se aleja un poco de los que son tratadosualibgnte por nuestros candidatos». No
hay nada que indique cémo fue elegido el tema. Aemd autor haya utilizado el lenguaje
bolsista con facilidad, no se diria que haya smlqugador. Es poco probable que haya
reconocido la importancia de su modelo para los@uastas (de la que hablo en
Mandelbrot 1973), importancia que tardé sesenta aficser generalmente reconocida. No
cabe duda de que, simplemente, seguia la tradjoiéa en el juego —segun sus propias
palabras— «la imagen mas clara de los efectoszdeba

Sea cual fuera el motivo, lleg6 a considerasieNoticede 1921, que su principal
contribucién habia consistido en proporcionar «iem&s sacadas de fendmenos naturales,
como la teoria de la radiacion de las probabilidade la que asimila una abstraccion a una



energia, comparacion imprevista y curiosa, puntpastida de numerosos progresos». Al
respecto de estas asimilaciones, Henri PoincardgEsce«M. Bachelier ha mostrado una
mente original y precisa». Esta ultima frase preadel informe de la tesis, que vale la pena
citar con mas detalle: «La manera como obtieneylalé Gauss es muy original y tanto

mas interesante cuando que el razonamiento paaréxtendido con algunos cambios a la
propia teoria de errores». Lo desarrolla en untalaptuyo titulo puede, de entrada, parecer
extrafio: Radiacion de la probabilidad. «El autordwurrido, en efecto, a una comparacion
con la teoria analitica de la propagacion del céloa pequefias{c) reflexion muestra que

la analogia es real y la comparacion legitima.fagasnamientos de Fourier son aplicables
casi sin modificacion a este problema, tan distil@@quél para el que fueron inventados.
Se puede lamentar que (el autor) no haya desatoalieas a fondo esta parte de su tesis».
Poincaré se habia percatado, pues, de que Badhalier llegado hasta el propio umbral de
una teoria general de la difusién.

Otros dos fragmentos deNiticeque merecen ser reproducidos son: «1906:
Théorie des probabilités continddssta teoria no guarda ninguna relacion con ldaete
las probabilidades geométricas, cuyo alcance esrefatyvo. Se trata de una ciencia de
otro orden de dificultad y de generalidad que Eluté de probabilidades clasico.
Concepcion, andlisis y método, todo aqui es nuEYD3:Les probabilités cinématiques et
dynamiquesEstas aplicaciones del calculo de probabilidadesmecénica son una
contribucién absolutamente personal del autor,nquiea tomado de nadie la idea primitiva,
nunca se ha hecho ningun trabajo del mismo tipac&ucién, método y resultados, todo es
nuevo.

No se recomienda a los autores dddéiceque den muestras de modestia e incluso
se espera que exageren a ultranza. Pero, conteari@ma la opinion de sus
contemporaneos, Louis Bachelier no exageraba eruaibs

¢Alguien sabe mas de su vida y su persona?

Digresioén: ¢ Habria que completar las «Oeuvred3oitecaré?

Los extractos de informes reproducidos mas ahé#rasido copiados de los
Archivos de la Universidad de Paris VI —heredem#od de la antigua Facultad de
Ciencias de Paris— con la amable autorizacionslautoridades competentes. Todo el
documento es apasionante, y esta redactado, ademnéd, estilo admirable y licido que es
tipico en los escritos de «divulgacion» del autor.

Este caso nos sugiere lo siguiente: el secretémaico, que protege tales
documentos, obedece expresamente a las mismas gegla! secreto diploméatico y que el
de las correspondencias privadas. Hasta hoy, to@dspecto de la personalidad de
Poincaré esta ausente de sus Obras, que se diogrietas.

Edmund Edward Fournier d’Albe: 1868-1933

Un parrafo en élvho is Whodespués en &8Vho was Whasus libros en
bibliotecas, algunos pocos comentarios acerca deosiélo —en general sarcasticos, a
excepcion del comentario de Charlier—, que por jpdirde no parece haber querido
apropiarse de aquello que admiraba. Esta es tddselka que ha dejado este extrafio autor.
Fue un activo inventor (el primero en transmitiaumagen de television desde Londres);
fue un mistico religioso; a pesar de su apelligosu educacién parcialmente alemana y de
su residencia en Londres, fue un patriota irlanchéi#ante de un movimiento pancéltico.

Su obra es de ésas ante las que uno se quedansiaiprpor no encontrar nada de sensato,



y sobre las que uno teme llamar demasiado la @engor mor de hacer que el resto se
tome en serio; pero se le debe algo perdurabpeirteera formalizacion de una intuicion
muy importante, ya difundida antes de €l, es cigroo solo de una forma muy vaga. Seria
bueno saber un poco mejor en qué terreno ha péaticharse.

Paul Lévy: 15/9/1886-5/12/1971

Paul Lévy —a quien considero mi maestro, aundjue éaya reconocido tener
ningun alumno en el sentido usual— realizé lo gaerlier solamente habia insinuado.
Su vida fue lo bastante larga como para que sersupgconocido como uno de los mas
grandes probabilistas de todos los tiempos, esoghara llevarle (casi a los 80 afos) al
sillon de Poincaré y de Hadamard en la Académiesdesices. Sin embargo, durante toda
su vida activa habia sufrido el ostracismo de lavéhsidad, cosa que no dejaba de
mortificarle, aunque sin sorprenderle, ya que, ceswibio en su autobiografia (Lévy
1970), aun temiendo «no ser sino un supervivieatsiglo pasado», tenia «la sensacion
muy clara de ser un matematico distinto de los demBrabajando solo, con pocas
obligaciones que lo distrajeran, aparte de su poo&elo en la Ecole Polytechnique,
transformoé una pequeiia coleccion de resultadosdoéites en una disciplina en la que se
obtienen resultados ricos y variados con métodga eaonomia de medios es
verdaderamente clasica.

Continuo con algunas observaciones que parafrdsepie dije una vez en ocasiéon
de una ceremonia dedicada a su memoria:

«Hablemos para empezar de su ensefanza en tadbPoligjue. De sus clases, dado
gue me toco un lugar al final de todo del anfiegtgue Lévy tenia una voz mas bien
débil, me quedd una imagen borrosa. El recuerdovimas es el del parecido que algunos
de nosotros habiamos visto entre su silueta latgdada y gris, y la manera un tanto
especial que tenia de trazar el simbolo de integran la pizarra.

»Pero el curso escrito era algo fuera de lo comNorse trataba de un curso
tradicional, bien ordenado, que empieza con urricoda definiciones y lemas, seguido de
unos teoremas en los que las hipoétesis se repammneente, con algunos resultados
indemostrados en los que esto se hace constaodarrctaridad. Mas bien me queda el
recuerdo de un aluvidén tumultuoso de observacigraesaraciones. En su autobiografia,
Lévy sugiere que, para que los chicos se intengsela geometria, habria que ir tan aprisa
como fuera posible a los teoremas que no puedesossiderados evidentes. En 1&%su
método no era muy distinto de eso. Para dar uraddesu estilo, uno se encuentra
irresistiblemente tentado de utilizar imagenesldmiamo, igual que le habia ocurrido a
Henri Lebesgue, hace mucho tiempo, en una reseétialgran Curso de Analisis de la X,
el de Camille Jordan. Igual que Jordan, efectivaedreévy no se parecia a “alguien que
tratara de alcanzar el punto mas alto de una refgéoonocida, prohibiéndose mirar a su
alrededor antes de alcanzar la cumbre. Si lo coasig alla arriba vera como domina
muchas cosas, que no sabra muy bien qué son. @emé@eordar también que desde las
cimas muy altas, en general no se ve nada; losistgs solo suben a ellas por el placer del
esfuerzo realizado”.

»No hace falta decir que los apuntes multicoatis curso escrito de Lévy no
tenian una popularidad universal. Para muchos exigs aspirantes eran —a la espera del
examen general— una fuente de inquietud. En lmalgdicion (que conoci en 1957-1958,
cuando era su profesor agregado) estos rasgoa@nanas acentuados; la exposicion de la



teoria de la integracion, por ejemplo, era francgmaproximativa. Uno no hace bien su
trabajo cuando intenta forzar su talento, ha esqudrecia como si en su altimo curso su
talento hubiera sido forzado en exceso. Pero dsbajue dio a la promocion de 1944, me
ha quedado un recuerdo sumamente positivo. Aurggumuicion no se pueda ensefiar, es
muy facil de contrariar. Creo que esto es lo queyltetaba por todos los medios de evitar,
y creo que lo conseguia.

»Todavia en la “Ecole”, yo habia oido muchasiahes a su obra creadora. Se
decia que ésta era muy importante, pero se affad&liatamente que lo mas urgente era
rigorizarla. Esto se ha hecho ya, y los nietodéntaales de Lévy se regocijan de ser
considerados y aceptados como matematicos de certpm; se ven a Ssi mismos, segun
ha dicho hace poco uno de ellos, como “probabidliataurguesados”. Esta aprobacién se ha
pagado muy cara: el calculo de probabilidades n@aseevisado”; se ha desmembrado
deliberadamente y se ha dispersado entre las déveaimas de las matematicas. Esta aun
por construir una teoria del azar, cuyo polo habienido que ser el calculo de
probabilidades. En todas las ramas del saber pheds unos niveles de precision y de
generalidad insuficientes, no aptos para atacas @iroblemas mas simples. También
existe, cada dia mas, ramas del saber cuyos nidelpsecision y de generalidad van mas
alla de la demanda razonable. Por ejemplo, se geedenecesidad de cien paginas de
preliminares suplementarios, para poder (sin aimgun nuevo horizonte) demostrar un
solo teorema en una forma que solo resulta un pmquas general. Finalmente, en algunas
ramas del saber hay niveles de precision y gedachtjue se podrian calificar de clasicos.
La grandeza casi Unica de Paul Lévy es haber sigiwacursor sin haber dejado de ser
clasico».

Para terminar, hablemos de las aplicacionesifica®. Se ocup6 de ellas raramente,
y los que tienen que resolver problemas bien phalate de entrada, rara vez encuentran en
su obra férmulas preparadas para serles Utilesgtamrazon no es muy citado. Por el
contrario, de acuerdo con mi experiencia, aparada gez mas como un coloso en la
exploracion de problemas nuevos. Ya se trate detakelos a los que esta dedicado este
ensayo, u otros que toco en otras obras (por efedgkconomia), la buena formalizacion
parece exigir muy pronto algo del Lévy originaj@una herramienta que tenga el mismo
espiritu y el mismo grado de generalidad. Se cseardre sus teoremas y mis teorias, un
paralelismo cada vez mas notable, tanto mas iredpeuanto que aquéllos de mis
trabajos que yo le pude comentar personalmentapeendieron tanto como a sus
contemporaneos. Cada vez mas, el mundo interian)ym gedgrafo se habia erigido Lévy,
revela haber tenido con el mundo que nos rodeadyq exploro) una especie de acuerdo
premonitorio que, sin ninguna duda a este respdetmta la genialidad.

Lewis Fry Richardson: 11/10/1881-30/9/1953

Segun palabras de G. I. Taylor, Richardson «echaractel’’ muy interesante y
original, que rara vez pensaba en los mismos tésmne sus contemporaneos, quienes a
menudo no le comprendian». Habia conseguido sardgtlie A.B. de Cambridge en
fisica, matematicas, quimica, biologia y zoologisgs dudaba acerca de la carrera a seguir.
Habiéndose enterado de que Helmholtz habia sidecconadtes de hacerse fisico, «me
parecié que habia participado del festin de la gitlal orden equivocado, y que yo pasaria
la primera mitad de la mia bajo la disciplina esérde la fisica, y aplicaria a continuacion
esta formacion al estudio de las cosas vivas. [iEstrama era mi secreto...». Mas tarde, a



la edad de 47 afos, obtuvo su diploma de psic@admndres. Su carrera comenzé en el
Meteorological Office, consistiendo una de sus erpeias en medir la velocidad del
viento, también en las nubes, disparando bolasel® #cuyo tamafio variaba entre el de un
guisante y el de una cereza). Como era cuaquer@bijetor de conciencia en 1914-1918, y
dimitié cuando el Meteorological Office se integnd el nuevo Air Ministry.

Su obra de 1922Veather Prediction by Numerical Procdssya reimpresion de
1965 contiene una biografia), fue la obra de ulr&io practico a quien, por desgracia,
reprocharon un error fundamental. En efecto, cuapdoximo las ecuaciones diferenciales
de evolucion de la atmosfera por ecuaciones eredif&as finitas, eligié para los intervalos
de espacio y tiempo unos valores que estaban rjusyde satisfacer un cierto criterio de
seguridad del célculo. Al no conocerse aun la néadgle tales normas, el error era apenas
evitable, pero —debido a ello— la validez del pipnz del método de Richardson tuvo que
esperar veinte afios para ser reconocida.

Sin embargo, un aspecto de su libro ha sobrevisiaramente, llegando a ser
clasico: es el concepto de cascada, tal como éxpgesado en una parodia de Swift, texto
que se ha hecho célebre y ha seguido siendo fecpadouanto cada progreso en el
estudio de la turbulencia parece descubrir unaantemeta del mismo. El original y la
parodia son intraducibles (pero ¢no tendria Swittquivalente francés de la misma
época?f’:

Swift:

So, naturalists observe, a flea

Hath smaller fleas that on him prey;

And these have smaller fleas to bite’em;

And so proceed ad infinitum.

Richardson:

Big whorls have little whorls,

Which feed on their velocity;

And little whorls have lesser whorls,

And so on to viscosity (in the molecular sense).

Siguio con el estudio de la turbulencia, y sabdjos le valieron ser elegido para la
Royal Society. La primera seccion de uno de siimjoa se titula: «¢ Tiene velocidad el
viento?» y empieza asi: «la pregunta, que aparemienes tonta, resulta serlo menos si
uno la piensa a fondo». Muestra a continuacion csenpuede estudiar la difusién por el
viento sin tener que hablar para nada de su vedcilude —aunque mas bien para
desmarcarse de ella— a la funcién continua sirvdda de Weierstrass. Asi pues,
Richardson no disponia del vehiculo fractal, percegonamiento es facilmente traducible
en términos de la visién «fractal» de la turbulangue este Ensayo introduce y defiende.

Una de sus ultimas experiencias acerca de laidifuurbulenta precisaba de unas
boyas muy visibles, preferentemente blanquecingsagemas estuvieran casi del todo
sumergidas, para no coger viento, y finalmenteran gantidad, y por lo tanto cuanto mas
baratas mejor. Su solucién fue comprar un gran daahirivias, que hizo tirar de lo alto
de un puente, mientras él observaba desde otraeguemabajo.

Desde antes de 1939, una herencia le permitiéiant su retiro del puesto
administrativo que, con gran sorpresa de sus calégdia decidido ocupar, y se consagro
plenamente al estudio de la psicologia de los imbofl armados entre estados; aparecieron



dos volumenes después de su muerte, asi como algttitulos, uno de los cuales salvo
del olvido sus trabajos acerca de la longitud detstas.
George Kingsley Zipf: 7/1/1902-25/9/1950

Fillogo americano que poco a poco se conviri&ecologo estadistico», Zipf
sigue siendo conocido por un libro publicado panta propia, tituladéluman Behavior
and the Principie of Least Effort, An IntroductimmHuman EcologyAddison Wesley,
1949.

Conozco pocas obras (otra es la de Fournier @)Adionde tantos relampagos de
genialidad, proyectados en tantas direccionesiesdgm en una ganga de elucubraciones
tan espesa. Se encuentra, por una parte, un cagiteltrata de la forma de los 6rganos
sexuales, y otro en el que se explica el Ansclgdossina férmula matematica; pero, por
otra parte, nos ofrece un regimiento de figuragadeos, que machacan sin cesar la
demostracion empirica de la validez de una leydéstiea, dos de cuyas aplicaciones han
sido citadas en el Capitulo 12 de este Ensayogeyigne otras en innumerables dominios
de las ciencias sociales. Si ha tenido dificultauies imponerse, ha sido sobre todo porque
chocaba de frente con el dogma que entonces doangmalcontestacion entre los
estadisticos de oficio: que todo en la naturalezgaeissiano. Su obra conserva pues una
importancia historica considerable; dicho esto, dnag aclarar que Zipf no era
verdaderamente original: entre las leyes que admaaquéllas de las que ha sido el
primero o el Unico autor son las menos numero$as yas contestables.

Nos gusta imaginar finales felices para las hesdristes, sobre todo cuando se han
cortado bruscamente, pero en el caso de Zipf &sl di&cerlo asi. En el combate contra un
dogma estadistico, se habia formado él mismo umdagnceptual que habria sido aun
MAas nocivo. Se ven en su obra, de la manera mas-elaincluso caricaturesca— las
dificultades extraordinarias con que se tiene auieeptar cualquier intento
interdisciplinario.



Capitulo 16
Coda, post-scriptum y agradecimientos

Deliberadamente, he dejado «en el aire» losdide los capitulos precedentes, y
hago lo propio con la totalidad del ensayo. Si, a@spero, las consideraciones fractales se
integran pronto en la «geometria elemental», elté gracias a una cierta combinacién
imprevisible de capricho, porque es bonito y nugvie necesidad, porque seréa util. No me
gusta pensar que vaya a ser por la primera deragi@ses, y es para ayudar al lector a
creer que sera por la segunda por lo que he papasta macedonia de libro.

* % %

Pasemos a ypost-scriptunfechado en marzo de 1984. Si el lector ha resistid
hasta aqui es que mi macedonia le gusta, que packdado con hambre y que quiere saber
mas. La edicion de 1975 no era ya sino un bosquejis esfuerzos se ven hoy
recompensados con la adopcién de las fractalea edmero cada vez mayor de
disciplinas, y por una explosion de trabajos quaiyan siquiera trato de seguir con
detalle.

El desarrollo mas ampliamente constatado y elingsperado no ha sido de
caracter cientifico, sino puramente estético. L lygpbian encontrado elegancia en
algunas ilustraciones de 1975 pueden considerangetgs. En efecto, al seguir adelante
con el estudio de las fractales, me fui encontracdda vez mas a menudo, con objetos
geométricos de una belleza creciente, incontestabtprendente y ambigua: de buenas a
primeras parecen fantasticas y totalmente extrai@pués uno les encuentra enseguida
resonancias muy antiguas y llegan a convertirsdgancasi familiar. Mi programador (y,
cada vez mas, uno de mis socios) entra en el aderauaciones de apariencia anodina.
Y, alternativamente, va saliendo en la pantalla tath fauna, ora realista, ora de ensuefio o
de pesadilla. Siempre es un impacto estético idable, que se despierta cada vez que
presentamos nuestros descubrimientos a una augigesprevenida. Gracias al progreso
del disefio asistido por ordenador —Yy en especaaligs al color— se ve ampliarse la
gama de las fractales que razonablemente se puestear, y la riqueza estética no
presenta ningun sintoma de agotamiento. Por otte, i@s imitaciones fractales del relieve
se hacen dia a dia mas realistas, sin que hay@&cureir a formulas verdaderamente mas
complicadas. Desafortunadamente, el formato ddibsteno permite dar ni tan siquiera
una idea de estas riquezas y me veo obligado diraiector a otros trabajos. Por
ejemplo, mi articulo del nUmero de marzo de 198&devista «Le Débat» (Gallimard)
desarrolla el aspecto estético y lo ilustra enrcolo

Es sorprendente y digno de ser notado que gstetasgrafico no es consecuencia
de haberlo buscado, sino que llega como una «promaspletamente inesperada, que
acompafia unos éxitos en la investigacion cientifica

Desde la primera edicion de este libro, los albi de investigacion acerca de las
fractales han proliferado. Muchos salieron de mimd, y me he permitido incluir una lista
de ellos en la bibliografia. Una proporcion quetexido rapidamente procede de otros
autores, pero es tarde para intentar tan siquareartun inventario.

Varios libros sobre fractales y varios articudesntroduccion han aparecido



después de 1975; por ellos es por donde hay quezamel estudio en profundidad de esta
nueva disciplina, y donde se encontraran otragoljitalfias.

Entre mis articulos de divulgacion en francésnad@ks del ya citado de «Le Débat»,
hay que sefialar un capitulo del littenser les Mathématiquése Seuil, 1982. Version
espafiolaPensar la matematicadA.VV., Tusquets Editores, 1984, «Cuadernos lofim
n.° 114, pags. 111-138).

Entre los libros, mi ensayo de 19Fractals; form, chance and dimensjon
pretendia ser una traduccionldes objets fractalsle 1975, pero crecid, convirtiéendose en
una nueva version. Cuando se agoto la cuarta resgidpr, no se volvio a reimprimir. No lo
recomiendo, a menos que su sucesor de 1982 seasitze.

Mi ensayol he Fractal Geometry of Naturaparecido en agosto de 1982 trata de
muchos temas que no tienen referencia en &xgeds fractalsy algunos capitulos
corresponden a trabajos que no estaban concliidgsarticular, el Capitulo 19 debe
completarse con Mandelbrot 1983p, 1984k y 1989s.reuniones cientificas dedicadas
por completo a las fractales y las sesiones edpe@a congresos dedicados a un fin mas
amplio ya no se cuentan. Muchas de ellas han da@o BActasde las que se proporciona
unas listas en la pag. 198.

* % %

Esta obra no habria salido a la luz sin las aoidines, el apoyo y la ayuda de
NUMerosos organismos y personas.

El College de France me hizo el honor de pedgoeexpusiera el estado de mis
ideas en enero de 1973 y en enero de 1974. Abimvé, los sefores A. Lichnerowicz y J.
C. Pecker me han animado a organizar lo que ergorpodia parecer sino un cajon de
sastre, y este libro puede ser considerado comoedgiagcion completada de mis lecciones
del College.

Este libro describe trabajos realizados en ehfd®J. Watson Research Center de
la International Business Machines Corporation,Kfamwrn Heights, N. Y. Por medio del
sefior R. E. Gomory, hoy Director de Investigacioti®s decidié proveerme de los
medios necesarios para emprender estos trabajos, ¢l paso de los afios continla
sosteniéndolos en la medida de las necesidades.

La mayoria de las ilustraciones han sido readigadediante ordenadores, usando
programas de H. Lewitan, de J. L. Oneto y sobre tt®S. W. Handelman, y técnicas
puestas a punto por P. G. Capek y A. Appel.

A. Mandelbrot, L. Mandelbrot, C. Vannimenus YsJLourie se han encargado
amablemente de limpiar el texto de anglicismospresiones poco claras.

F. Mer, F. Legrand, A. M. Benilan, M. Roullé y £. McMullin se han repartido la
tarea de descifrar manuscritos dificiles del t&ldd 975, y de hacerlos entrar en un sistema
(que era aun experimental) de tipografia por ordendn 1984 y 1986 todas estas tareas
han sido reemprendidas por J. T. Riznychok.
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